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XXI. BAND FUNFTES UND SECHSTES (SCHLUSS-)HEFT 1953 


Die Eigenschwingungen und Klangfiguren der vierseitig 
freien rechteckigen Platte. 


Von S. Iguchi. 


1, Einleitung. Die Eigenschwingungserscheinungen der elastischen quadratischen Platte 
mit freien Randern sind schon seit Anfang des letzten Jahrhunderts durch die von E.F.F. 
Chladni! experimentell hergestellten Sandfiguren (Klangfiguren) wohlbekannt. Seit jener 
Zeit haben zahlreiche Forscher, nimlich Ch. Wheatstone2, F. Strehlke?, R. Kénig*, S. Tanaka’, 
Lord Rayleigh®, u. a. das genannte Problem entweder experimentell oder analytisch untersucht 
und bedeutende und interessante Leistungen auf dem Gebiet der Akustik und Elastizitatslehre 
geschaffen. Was aber die theoretischen Untersuchungen betrifft, so sind sie alle wegen der 
Schwierigkeiten der Randbedingungen der Platte nur Naherungslésungen. 

Im Beginn dieses Jahrhunderts ist die wertvolle Arbeit von W. Ritz’ erschienen, in welcher 
er das Problem unter Benutzung der Eigenfunktionen fiir den geraden Stab mit freien Enden 
mittels der Energiemethode gelést hat. Insbesondere ist bemerkenswert, da die aus seinen 
Formeln folgenden Klangfiguren mit nur geringen Abweichungen im Einklang mit den Chladni- 
schen Figuren stehen. Trotzdem ist dies auch eine Naherungslésung; denn seine Formeln 
geniigen nicht vollstandig den Randbedingungen der Platte. So blieb es bis jetzt offen, das 
Problem streng zu lésen. 

Im folgenden suche ich die Lésungen zu geben, welche sowohl die Differentialgleichung 
als auch die Plattenrandbedingungen vollstandig befriedigen. Die Schwingungsflachen werden 
nach ihren Gestalten in drei Arten klassifiziert. Als Anwendungsbeispiel meiner Formeln 
werden die den verschiedenen Tonhohen jeder Schwingungsart entsprechenden 23 Eigenwerte 
ausgerechnet. Dazu noch werden die daraus hervorgehenden 35 Knotenfiguren der Schwin- 
gungsflache, also die Klangfiguren angegeben, die mit den ebenso von mir als auch von Chladni 
experimentell gebildeten Sandfiguren hinlanglich gut iibereinstimmen. 


2. Allgemeine Erérterung. a) Die Grundgleichung. Ist w die Auslenkung zur Zeit t 
an der Stelle (x, y) der Mittelebene einer diinnen Platte, dann gilt fiir die Biegeschwingungen 
die Differentialgleichung 

ohew | tae? le 
Hierin bedeutet 9 die Plattendichte und N die Plattensteifigkeit, d-h. Eh?/12(1—y?), wenn 
h die Plattendicke, E der Elastizitatsmodul und y die Querkontraktionszahl des Stoffes ist. 
Bezeichnet man nun mit w’ eine nur von den Veranderlichen x und y abhangige Funktion, 
also die Eigenfunktion, und mit w die Kreisfrequenz der Eigenschwingungen, so wird w 


’ durch das Produkt 


w=w' cos at (2) 
ausgedriickt. Setzt man (2) in (1) ein, so erhalt man 


ie =U. (3) 


woraus man die Funktion w’ zu ermitteln hat. 


1 Chladni, Akustik. Leipzig 1802; Neudruck 1830. 
2 Ch. Wheatstone, Phil. Trans., 1833. 
3 F. Strehlke, Pogg. Ann. 95 (1855), 146 (1872). 
4 R. Kénig, Pogg. Ann. 122 (1864). 
5 §. Tanaka, Ann. Phys. 32 (1887). 
6 Lord Rayleigh, Theory of Sound I 5S. 372. 
7 W. Ritz, Ann. Phys. 28 (1909), 5. 737. 
21 
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b) Die allgemeine Lésung und die Randbedingungen. Es handelt sich jetzt um 
die Auflésung der Differentialgleichung (3). Mit Unterdriickung der Zwischenrechnung ergibt 
sich fiir die durch Abb.1 dargestellte rechteckige Platte die allgemeine Lésung 


Ce Xeecs nay +1) +) Yn eos ma(+é}; 


(4a) 


== at — oh =— 0 1 D, eee 

f=—, =F (m, n A Us ) 
mit | 

, 5 , 
ee | 7 NES l At EES AG SS ; 
Gin S dan Gin F Aan Cojo Ann Cojo han (4b) 
VoouRs Coj wApmn ! Be aes | BY Ses RY Gin Aas 
Gin ¥ Apm Gin 3 Agm Cojo Agm Cojo Apm 


7 SCOTS wa?1/oh IE RG 

Wim se aN cri) 5 | (4c) 
Cc 

Agm \ aan ; w b? oh _ |b 

Fe ee geet eres ee ae 


Da die Kreisfrequenz, die Schwingungsdauer bzw. -frequenz der | 
Platte durch 


| 


a? 4 / N 2 7 o 
Cae oh’ a bzw. Ai ies | 
ausgedriickt wird, so ist es die Hauptaufgabe der weiteren Rechnungen, | 
Abb. 1. Schema der die den verschiedenen Schwingungsarten entsprechenden dimensions- | 
PocrameroBecheen: losen GréBen py oder yu’ auszusuchen. 
Die in (4b) enthaltenden Integrationskonstanten miissen miteinander so verkniipft werden, | 
daB die allgemeine Liésung (4a) den Randbedingungen der Platte, naémlich 
0? w’ OF we fis vite Gs \ 
Brey Oy tro *=46a (a) 
Pa , Gat u b 
Bye ay fir © 9ce— asi (b) 
0 [02 w’ 0? w’ és a 
5a (ae Coa ay |= 9 ae poe rt (c) 
0 [07 w’ 0? w’ “A b 
geniigt. Fiir die Platte mit vollkommen freien Randern (ohne Eckstiitze) mu auch der | 
oy 
Differential quotient haa in den vier Ecken der Platte verschwinden. Man sieht aber leicht, | 


dafi die Liésung (4a) von vornherein diese Forderung erfiillt?. 


Da nun die erste und dritte Ableitung von cos mz(4+€) fiir den Sonderwert € = a 
verschwindet, so geht aus den Randbedingungen (c) eine einfache Beziehung | 


a8 mw a a , 
Xn E a a8 nh(2— 9) = X4(t-g| = 0 


hervor, deren Liésung mit den neu eingefithrten Beiwerten a, und a’, die Beziehungen 


es a8 2 2 ! Gn (4) 
An = 7 (Aan—v a n?) , A, = — = (Ai — 9 0? n) , 
Ne . | 
} 
, 
Au a, 2 22 Aka a, Bins Ziape 
n= 7 —-Uan—? 0 ed ie Ro Se ; ( an Va n*) 
7 an han 


1 Fiir die Platte, die nur an den vier Eckpunkten aufliegt, muB sin mz (1/2-+ ) baw. sinn m(1/2 +n) 
an Stelle von cos mz (1/2+ &) bzw. cos nx (1/2+ 7) in (4a) geschrieben werden, so daB die Auslenkung 
w’ in den Plattenecken verschwindet. 
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liefert. Somit ]a8t sich jetzt die Funktion X, in die Form 
Xn = ayn Uy n(é) = ay, Van (é) ° 


lige 2 | 

Un) 5 eg —vatnt) een : 
ae Sin 2) Aon Aa n 
Sin wAan€E il 
Cof F Aan dann 


Cof wAan & 

Gin F dan | (5a) 
Gin tAan€ 

604 F hie 


(Ann — a? n?) 


tun €) = fgg Abn —v 02 n?) (243 — vat n® 
bringen. 
Ganz analog erhalt man infolge der Randbedingungen (d) 
Yn = Bm Wem (1) + Bin 5 m(1) » 


tym) = zo Am —0 fm?) SOE Ape Tay ig) oem 


Gin F dpm pm Gin FApm | (5b) 


Sin tApm” 1 8m 
ae B a es 1p? m2) sSUAULE 1 
oj > Agm Apm Coj > ABm 


Die Gleichung (4a) mit den durch (5a) und (5b) dargestellten Funktionen befriedigt natiir- 
lich die Randbedingungen (c) und (d), und die in (5a) und (5b) noch verfiigharen Beiwerte 
a,, a, 6,, 6,, werden durch die iibrigen Randbedingungen (a) und (b) miteinander verkniipft. 
x diesheziiglichen weiteren Rechnungen werden in den kommenden Einzelfallen durch- 
gefiihrt. 


Mit Riicksicht auf die Beziehungen 


u 
pm (t) = 7 = Abn —v Bm 


1 7 
cos ma(y +é) = cos 008 mo & — sin asin we, 
/ 
= (— 1)™?cos ma& mipiio == 0, 4 @y ooo c 
m—1 
=(—1) * sinmaé firm =1,3,5... 


merken wir vorlaufig an, daf die Zeiger min (4a) bis (5b) die geraden bzw. ungeraden Zahlen 
durchlaufen, je nachdem die Platte symmetrisch bzw. antisymmetrisch in bezug auf die 
Mittellinie £=0 schwingt. Analog miissen die Zeiger n die geraden bzw. ungeraden Zahlen 
durchlaufen, wenn die Schwingungsflache der Platte sich symmetrisch bzw. antisymmetrisch 
in bezug auf die Mittellinie 770 gestaltet. Zur Betrachtung der Symmetrie- sowie der Anti- 
symmetrieeigenschaft der Schwingungsflache ist noch zu beriicksichtigen, da die beiden 
Funktionen X, und Y,, aus Summen von geraden und ungeraden Funktionen bestehen. 


3. Die erste Schwingungsart. a) Die allgemeinen Formeln. Wir wollen uns erstens 
mit dem Falle beschaftigen, in dem die Schwingungsflache symmetrisch in bezug auf die beiden 
Mittellinien é —0 und 7 =0 des Rechtecks ist. In einer derartigen Schwingungsflache miissen 
die Beiwerte aj in (5a) und b/, in (5b) verschwinden, wahrend die beiden Zeiger m und n die 
geraden Zahlen durchlaufen. So ergibt sich 


w! = > ay Uyn(&) (— 1)*/2 cos nay + Om Ugm(y) (— 1)™/2cosma&E (m,n=0,2,4,...) (6a) 
oder auch 
Ww! = ay Uyo(E) + by Ugo(4) + Gn Un (£) (—1)"? cos ny + S bm Up m(7) (— 1)? cos mag 

i (nig 2274, 6...) (6b) 


mit 


ee = Sof aVué eS 
tgo(6) =Hizm tan 6) = Yu (SSLAEEE — RATES), 


Pee Bm Cof xVu'n eee) 

Wp o(%) eas) = fu ( Gin Z |p’ sin # Vy’ 

Diese Gleichung (6b) mit (6c) befriedigt natiirlich von vornherein sowohl die vorliegenden 

Symmetriebedingungen als auch die Randbedingungen (c) und (d). Aus den Randbedingungen 
Als 


(6c) 
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(a) ergibt sich 


ay SaMio (st ae A 1) ewan (2 z)- em ng =) °° nw | 
nm (*) 
=e Hoes Uso ( Vee =o [m* Upgm Cli Se hm) == (I) - | 


Mit Hilfe der Formeln 


/2 
CojwAgmyn  4Agm/ 1, (—1)” 
= = > cos nay), 
; 9 I ; 2 


Gin F Agm oe Aban n? + 16m 
Cof aun ae (7) 
a sna ° 
Sin F Vn’ NM ae yor Da es ii di 
ee <057); (7 = 2,4, 6, ...) 


kann man die Funktionen fiir 7 in (*) in Fouriersche Reihen nach cos nz entwickeln. Damit 
geht (*) iiber in 


= = a 2 
au Vi (Sig Put ete <i] | oh el ee 2 = afore! 
m Bm Bin 
+ D8 oliga! (22, —v 02 n2)? Ctg = Phan — 5 at — 0? m8)? tg > Aan 


8! VO Oo (1 —v)? m? n? + v 0? we’? 2 = 
4 ae : Pa (n2 + 2pm) (n® + Apm) Seta ce 


Da diese Gleichung fiir jeden Wert von 4 erfiillt sein soll, so mu die Summe der kon- 
stanten Glieder und der mit cos nz 4 behaftete Ausdruck je fiir sich verschwinden. Also 


erhalt man 
Ay 0? wu’ ee 12 
! b a - 
c 71) T = 0 "Bard rz 


a DO? (1—»)? ee l (8a) 
as lab - |b > b, == 


1 nt — pi’? J (n2 aE p r?)2 =— py’? 
(r= a AND Gat ) 
mit 


Ayn = 


an 


(Axn—v a2 n?)? Sis (Aan —» a? n?)? Otg shan | 
“an | (8b) 


iz n 


o= limi, = uy mu (Sta VH+ ctg Vis). 
n—>0 


Analog folgt aus den Randbedingungen (b) 


/ 4y B? uw we 
aie ee, pore cee gS ok AAR) on 
c by = GC > “ata |= 9> 
8 y B2 pe? (1 —v)? m? s? + » B2 p? 
b LE tee hed [ees 9a 
m Hem I kee I >a, (m2? + a2 s?)2 — 2 |=9 ( ) 


(s =2, 4, 6,...) | 


mit 
Hym = 55, Bim —¥ PP mY C9 5 Jom — 7 Op 0 B me)? Ct F dm | 
oe (98) 
Ce BE eet yu (Gta Ve Whee tye). | 


In den vorangehenden Gleichungen (8a) bis (9b) ist in den Summationszeichen r bzw. s 
an Stelle von m bzw. n geschrieben, um weiterhin Verwechslungen zu vermeiden. 
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Aus der ersten Gleichung (8a) und der ersten (9a) ergibt sich 


2 


1 a2 by ju > Gs pl? 
Ay p’ - Btrt— pu? TT mad OA st — py? 
Tt 


ay = 


aS 
m2 
(10) 
> as |” aS. br pw 
c ——e 
ee eee etn 
co I f 16 v? wp’ ; 
ON ara ar 
14 


Durch geeignete weitere Rechnungen kann man aus (8a) bis (10) die Fre quenzgleichung 
ableiten. Da aber die diesheziiglichen allgemeinen Rechnungen fiir die Rechteckplatte (ab) 


ziemlich miihsam sind, so werden sie bei der Untersuchung der quadratischen Platte im nach- 
‘sten Abschnitte angegeben. 


b) Die Formeln und die Rechenergebnisse fiir die quadratische Platte. 
Wegen m=n=2,4,6..., a=f=1, ju =p fir die quadratische Platte kann man in allen 
Formeln hierfiir einfacher 4, fiir Ay, und Aj, A, fiir A, und Ay ms Un fiir uy, und Ugm schreiben. 


1. Die erste Familie. Es handelt sich jetzt um die erste Familie der ersten Schwingungsart, 
in der die Platte symmetrisch in bezug nicht nur auf ihre beiden Mittellinien, sondern auch 


auf ihre beiden Diagonalen schwingt. Die Funktion w’ fiir eine derartige Schwingungsflache 
hat die Eigenschaft 


w (x,y) = w' (y, x) 
oder aus (6a) 
w’ (x,y) — w'(y, x) = ») (—1)"? (a,— B,) [un() cos n% — Un(y) cosnzé] = 0. 
Diese Forderung wird erfiillt, wenn 
wl On (ay = be) 


ist. Somit vereinfacht sich der Ausdruck fiir w’ (6b), wie folgt: 


MW ==, Ww, 
w’ = a [uy(&) + uy(y)] + SY (—1)" a, [un(€) cos nH + Un(y) cos nz &| 
Soe dco 
Me (11) 
mit 
_ 29 1 Os pe? an ee 
0 ae, SE reece par) 
2h 


Der Ausdruck fiir u,(é) und u(y) ist derselbe wie in (6c) mit yw’ =U. 
Da ferner by) = 4), bn =, ist, so schreibt sich die zweite Gleichung (8a), wie folgt: 
8 ve <a Oa il ol en ot! ie mer ea +) 
en A, 1 a nt — We at » as (n? ae $2)2 — pw 0 ?. ( i) 


darin bedeutet 


Durch Einfihrung dieses Ausdrucks fiir a) in (*) erhalt man 


a, + > K,,4,= 9 (ns 2,456.) 
mit se fees 
8 uw 2 [e (l—v)? n* 5s? + vw 
lee = — TF. (n? + 32)? — 2 > (12) 


& are ») (n* — pW?) (s*— 4?) 


Hy EO Gig Fre ae Ctg > yn?—u ; 
n+ = 
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Die erste Gleichung (12) stellt ein System von unendlich vielen homogen lienaren Glei- 
chungen fiir die unbekannten Beiwerte a, (= @, a,...) dar. Da nicht alle a, verschwinden 
kénnen, so mu die aus den Koeffizienten bestehende Determinante verschwinden. Also wird 


Lee Kyo Koy Kg, Ky reals 
Kyo Lo- Ky, Kg Ky ke 

A= Kee Kea Ue Kee Ke rt | = 0. (13) 
Kgp Kya K ge Le Kg res 


Dies ist die gesuchte Frequenzgleichung, durch deren Auflésung man die den verschiedenen 
Tonhéhen dieser Schwingungsfamilie entsprechenden Eigenwerte jw findet?. 

Es ist leicht ersichtlich, daB die Zahlenfolge K,, (n, s = 2, 4, 6...) recht gut konvergiert. 
So wiirde die Determinantengleichung 4 = 0 mit den ersten drei oder vier Zeilen und Spalten 
hinreichend genaue Wurzeln liefern. In den nachfolgenden numerischen Rechnungen be- 
nutze ich immer die Determinante mit den ersten vier Zeilen und Spalten. So sind die Rechen- 
ergebnisse fiir die quadratische Platte mit v = 0,3, wie folgt: 


1. Wurzel | 2. Wurzel | 3. Wurzel | 4. Wurzel | 5. Wurzel 


n= 2,45909 | 6,45284 | 12,40626 | 17,07149 | 30,38952 
Zur Untersuchung der Gestalt der Schwingungsflache sowie der Klangfiguren der Platte 
geniigt es, nur die Funktion w’ (11) anstatt von w’ zu betrachten; denn die wirkliche Auslen- 
kung des Punktes (x, y) zu irgendeiner Zeit ist proportional zu w’. So ist es jetat nétig, die 
Werte der unbekannten Beiwerte a, auszurechnen. Dividiert man zu diesem Zwecke die erste 
Gleichung (12) durch a,, so erhalt man 


Xn =. Ds Isa, Xs = 0 (a, aa 1) (14a) 


oder mit der anderen Schreibweise, c,,= K,, fir n~5s,c,,—14+K,, fir n=s 


Cop + Cog Ag + Cog Xe 4 oi pee 
Cao + Cqq Xqt Cag Ag+ Cag dg = 0, l 
Cent Coq 4+ Cog Xp Seg Xe = 9, 
Cgo+ Cyq Xg + Cg Ag +t Cog Xg = 0.~ ) 


(14b) 


Diese vier Gleichungen fiir die drei Unbekannten a4, a, a liefern vier verschiedene Systeme 
der drei Gleichungen, aus deren Lésungen vier Wurzeln fiir jede Unbekannte hervorgehen. 
Aber sie miissen untereinander gleich sein, wenn die Bedingung (Frequenzgleichung), daB die 
aus allen Koeffizienten bestehende Determinante gleich Null wird, genau erfiillt wiirde. Es 
ist jedoch fast unméglich, die Wurzeln «, mit denen die Determinante genau gleich Null wird, 
aufzufinden. So zum Beispiel ergeben die wirklichen Rechnungen 


0,00006 fir uw = 2,45909, 
A = ; —0,00001 fir pw = 6,45284, 
—0,00004 fir mu = 12,40626 
Mithin muf ein Fehler auf der rechten Seite jeder Gleichung (14b) hinzugefiigt werden, und 
die wahrscheinlichsten Werte von a4, a, 4, sind aus den Normalgleichungen 
[ena no] + [eng ena] 4+ [na Cng] 6+ [Ong Cng| Xg= 0, 
[eng no] + Leng Cna] Oar [eng Cng] %@ + [eng ong] = 0, | (n = 2, 4, 6, 8) (14c) 
Leng no] + [eng na] 4+ [Ong ng] Opt [eng Cag On —=0 
zu finden. Mit Unterdriickung der numerischen Zwischenrechnungen sind nur die Rechen- 
ergebnisse in Tabelle 1 zusammengestellt. 
Nachdem die Werte von y und a, ermittelt sind, liegt es nahe, die Auslenkung w’ (11) eines 
beliebigen Punktes (x, y) auszurechnen und daraus die Knotenlinien w’ — 0 zu bestimmen. Die 
so gebildeten Knotenlinien werden in Abb. 2 und die zu der zweiten Wurzel be = 6,45284 baw. 


der fiinften 4 = 30,38952 gehérenden Schichtlinien der w’-Flache (mit dem Wert w’ des Eck- 
punktes (a/2, a/2) als Einheit) in Abb. 3 bzw. 4 gezeigt. 


1 Vgl. S. Iguchi, Ing.-Arch. 7 (1936) S. 207; 8 (1937) S. 11. 
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~Tabelle 1. Die Werte von u und der verschiedenen Beiwerte fiir die erste Familie der ersten Schwingungsart 
der quadratischen Platte mit » = 0,3. 


(ee a a el 
ra n | es Mey Ao —ynt i V2 yn | Abb, 2. Knotenlinien, 
a a ae eee | 
(1) 

Zila! 0 8,51935 = = = ia 

N ? 
Be | S| 2 1,00000 | 2,54147 5.25909 | 1,24133 0,34091 ; 

- ~ 4 0,04225 4,29641 13,65909 3,67990 8,74091 ) 

= A 6 0,01173 6,20154 27,65909 5,79145 22,7409] . 

8 0,00494 8,15225 47,25909 | 7,84480 42,34091 - 


(11) 


Bel 0 | —0,11966 ae = —~ a 
S 2 2 1,00000 323309 925284 1,56615i* | —3,65284 
5 2 4 0,03422 473844 17,65284 3,08985 4,74716 
= 6 0,01065 6,51558 31,65284 5,43573 | 18,74716 
“i 8 0.00473 8,39362 51,25284 7,58598 | 38,34716 — 
(111) 
me | 0 | —8,81714 = = — “= 
Be. es 2 1,00000 4,05046 | 15,20626  2,89935i —9,60626 
& S Ae e211 9356 5,32975 | 23,60626 | 1,89572 --1,20626 
me | cg 6 | —0,08213 6.95746 37,606 26 4,85734 12,79374 
a | 7 8 | —0,02402 8,74107 57,206 26 7,18288 32,39374 
(IV) 
me | 0 | —0,07482 = = = = 
| = y) 1,00000 4,59037 19,87149 3,61545i1 | —14,27149 
Ges 4 0.44885 5,75078 28,27149 1,03513i —5,87149 OC 
2 ae 6 0.03590 7,28502 42,27149 4.35069 8,12851 
~ | - 8 0.01347 9.00397 61,87149 6,85044. 27,7285] 
(V) 
4 0 | —8,90424 — = = — 
Pe tf 2 1,00000 586426 33,18952 5.137071 | —27,58952 
eS 4 | —0,59521 6,81099 41,58952 3,79335i | —19,18952 
Sie 69 ie 1 301,09 8,14998 55,58952 2.36864 —5,18952 
5 a 8 | —0,13703 9,71543 715,18952 5,79745 14,41049 


* i bedeutet die imaginare Einheit. 


2. Die zweite Familie. Weiter wollen wir uns mit dem Falle beschaftigen, in dem die 
Schwingungsflache symmetrisch in bezug auf die beiden Mittellinien, antisymmetrisch da- 
gegen in bezug auf die beiden Diagonalen ist. Eine solche Schwingungsflache hat mindestens 
die zwei Diagonalen als Knotenlinien, und es gilt offenbar 

w' (x, y) ow w'(y, x), b,( = a) ST 
Somit ergibt sich aus (11) 


DW = olUp(£) — up(n)] + SY (—1)"? aalun(€) cos m2 


Un(7y) cos rE] (n= 2, 4,6...). 


— 


15) 


Der Ausdruck fiir K,, ist derselbe wie in (12) mit entgegengesetztem Vorzeichen. 

Die Wurzeln ys, die aus der Lisung der durch obige Anderung hergestellten Fre quenz- 
gleichung gefunden werden, sind natiirlich verschieden von denen fiir die erste Schwingungs- 
familie. Die Rechenergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengestellt, wahrend die entsprechenden 
Knotenfiguren durch Abb. 5 und die Schichtlinien der w’-Flache fir w = 6,62316 baw. uw = 
16,36387 in Abb. 6 bzw. 7 gezeigt werden. 

c) Die Naherungsformeln fir die quadratische Platte. Wenn man in (11) und 
(15) alle Glieder der unendlichen Reihen vernachlassigt, so erhalt man lediglich 


w’ = dp[Uy(é) - u9(n)].- (16) 
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Dies ist die Rayleighsche Naherungsformel? fiir die erste (+ Zeichen) und die zweite Familie 
(— Zeichen) der ersten Schwingungsart der quadratischen Platte und geniigt von vornherein 


Bete 
Bie ee 


den Randbedingungen Ea 
=+ 


3 
C0} | emer 


2 


C 


Schnit A-8 u./{-F 


-40 ee 


45 


10 
A y 8 


Abb. 3. Schichtlinien der #’-Flache fiir pz = 6,45284. 


Abb. 6. Schichtlinien der w’-Flache fiir 4 = 6,62316. Abb. 7. Schichtlinien der w’-Fliche fiir ~ = 16,36387. 
Die Werte von 4 werden durch die aus den anderen Randbedingungen 


Sanne , 
laa a 0 oder lee 


Ox? 


1 Lord Rayleigh, Theory of Sound I, S. 372. 


a, oes 


=“ 9 


sS 
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Tabelle 2. Die Werte von u und der verschiedenen Beiwerte fiir die zweite Familie der ersten Schwingungsart 
der quadratischen Platte mit » =0 


»3, 


neers oe ee 
Anon pd a’?_»yna | Abb. 5, Knotenlinien, 
(1) 
S| os | 0 |—19,46060 Ze me oe = 
Bee | 2 1,00000 | 244653 4,78550 | 1,41933 0,81450 
Bi S| 4 0,00264 | 4,24093 13,18550 | 3,74359 9,21450 
=| | © | —0,00487 | 6,16324 | 27,18550 | 5.83219 23,21450 
8 | —0,00290 | 812315 | 46,78550 | 7,87493 42,81450 
(11) 
Pr | 3,93698 = = = =f 
SB |. .2 1,00000 | 3,25932 9,42316 | 1,61962i | —3,82316 
eB) S| 4 | 009935 | 4.75638 17,82316 | 3,06216 4,57684 
F | S| 6 | —0,01507 | 6,52864 31,82316 | 5,42004 18,57684 
oi 8 | —0,00451 | 8,40376 51,42316 | 7,57475 38,17684 
(III) 
is | 0 3,84826 = a a = 
S| 3] 2 1,00000 | 3,98317 | 14,66565 | 2,804581 | —9,06565 ix ~ 
B/S | 4 | —0,48091 | 5,27879 | 23,06565 | 2.03331 —0,66565 | 
P| = | 6 | —o,02845 | 6.91850 | 37,06565 | 4.91267 13,33435 | 
o | ™ | 8 | —0,00453 | 8.71009 | 56,66565 | 7,22041 32,93435 XX 
: (Iv 
fa . | 0 | —0,02833 =2 = a = 
S| 2 | 2 1,00000 | 4,51264 | 19,16387 | 3,51623i | —13,56387 
o/s | 4 | —0,24498 | 5,68893 27,56387 | 0,60322i | —5,16387 
ai | 6 .| —0,01363 7,23629 41,56387. | 4,43127 8,83613 ) 
~ | — — 8 | —0,00297 | 8,96459- | 61,10387 | 6,90189 28,43613 | 
| (EN 
(Vv) 
me. | 0 5,79354 a — = — 
cers | 2 1,00000 | 5,81033 32,55996 | 5,07543i | —26,95996 
ey, | 4 0.66331 | 6,76461 40 ,95996 3,70944i | —18,55996 
Bl x | 6 | —0,61699 | 8,10925 54,95996 | 2.49801 —4,55996 
ws | * | 8 | —0,05732 | 9,68297 | 74,55996 | 5,85150 15,04004 
hervorgehenden Gleichung 


= aX j— qt _j— Tj 
Ctg > yu + etg > yu =0 oder Tq> Vu +- te 5 Vu = (I) (17) 
bestimmt. Dies ist nichts anderes als die Frequenzgleichung fiir die symmetrischen Schwin- 
gungen des geraden Stabes mit freien Enden. Es ist bemerkenswert, da die Gleichung (17) 
auch aus (*) auf Seite 307 mit n = s = 0, y = 0, namlich aus lim H, = 0 hervorgeht. 
Die Auflésung von (17) nach yp liefert ae 


1. Wurzel 4, Wurzel 


u=2,26689 | 12,25007 


| 2. Wurzel | 3. Wurzel | 


30,25000 | 56,25000 


Diese Werte von yu gelten sowohl fiir die erste als auch fiir die zweite Familie der ersten Schwin- 
gungsart, weil die Gleichung (16) unabhangig von dem Vorzeichen von Uo(n) eine und dieselbe 
Frequenzgleichung (17) liefert. Theoretisch ist es aber nicht der Fall (siehe S. 309). 

Man erkennt, daB die oben angeschriebene erste, zweite bzw. dritte Wurzel der in Tabelle 1 
und 2 stehenden ersten, dritten bzw. fiinften Wurzel mit nur geringem Fehler entspricht. 
Ferner sieht man, daB die den aus der theoretischen Formel (13) hervorgehenden zweiten, 
vierten usw. Wurzeln entsprechenden Wurzeln nicht von der Naherungsformel (17) geliefert 


werden. 
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4, Die zweite Schwingungsart. a) Die allgemeinen Formeln. Es handelt sich zweitens 
um den Fall, in dem die Schwingungsflache der Platte antisymmetrisch in bezug auf die beiden 
Mittellinien € = 0 und 7 = 0 des Rechtecks ist. Hine derartige Schwingungsflache hat min- 
destens zwei Knotenlinien § = 0 und 7 = 0 und wird durch 

n—1 m—1 


w= Yai(—1) * o,n(6)sinnan+ » 0(—1) 7? vgm(h)sin mat (m,n,=—1,3, 5...) (ey 


n 


ausgedriickt. 
Aus den Randbedingungen (a) folgt 
n—l 
faz oe : / r uw 
DIE E hes =) —V on vy» (=) (—1) ~ sinnan— 3 b,,|m? vg m(y)— “ge Vint) =0. 
Mit Riicksicht auf die Beziehung 


/ 2 Yo? 9 
2 S 2 y2)\2 vA 2 a MA 
a a a (Aan— va? n*)? ~ 7 (Aan— von P 
a ( vy a2 n2 Vx o| 5 — XG ASS = Tq Ann 


m2 ae 2, Row 2 


und vermége der Formel 


Gin tAgm ms en 1) = sin nan, (= il hie > (a =, 3,5 >.) ae 
Cof FAgm m B 


n=+Apm 
ergibt sich aus (*) 


; 8 yu’ , (L—»v)? r? ht or a 
a,Gan——— > by eara er) tbe 07) 
mit (20) 
Cun = eOce — var n*)? Tq ee — e — (Axa — var ee B97 Aan | 
Analog folgt aus den Randbedingungen (b) 
; 8 (1 —9)2m?* s* =~ y B22 = 
Gg = mens aay. O° 0 e(s=s Ls owe) 
mit (21) 
1 1 ' 
Com = 7,7, Abm — 9B mi)? 29 5 Sil = is <7 (Apmn — » B® m2)? Tq Aim - | 
Wenn man ferner aus (20) die unbekannten Beiwerte b; eliminiert, so erhalt man 
a,+ » K,,.@=0 (11, <S sas 1en3,59- 5) | 
mit (22a) 
Ke Ee Tm)? 2 9? WY [Lor 2+ 9 Be] | 
Bee eR Gan Carl (ne to B 2 5*)8 wl) (T4208 s?)2 eee 
Insbesondere fiir die quadratische Platte kommt 
_ __ 64? [(1 — »)? r? n? + pw?) (1 — v)2 7? 5? + y i?) 
K; ene Gr [(n? Fr)? — p2] [(? + s2)2— pe] . (22b) 


Ks ist ersichtlich, daB die Frequenzgleichung fiir diesen Fall auch durch (13), aber mit n = 
Sas il, ah Sie as Areas wird. 

b) Die Formeln und die Rechenergebnisse fiir die quadratische Platte. 

1. Die erste Familie. Wir betrachten jetzt die erste Familie, in der die Platte antisymmetrisch 
in bezug auf die beiden Mittellinien, symmetrisch dagegen in bezug auf die beiden Diagonalen 
des Quadrats schwingt. Eine solche Schwingungsflache hat mindestens zwei Knotenlinien 
§ = 0 und 7 = 0 und wird wegen 6, (= by,) = a}, durch 


== awe 
elt 
i =. Sho (ele [vn (€) sin ny + vp(y) sin nz E] , (23) 
ees 
ee ae Gh =) Ge ee 
1 


ausgedriickt. 
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Mit Riicksicht auf 


C=fel. ft =p, r=—s, b =a, 
erhalt man aus (20) 


6, — oF Da Cee Ao. 
, Somit vereinfacht sich der Ausdruck fiir K,,, » wie folgt: 
Roa 8 uy (Le?) nt ety 
ns nGa (n? + s2)2— 2 
mit (24) 
Cu Eg SE Oe ag Sy 


In analoger Weise wie in den letzten Fallen erhalt man die in Tabelle 3 zusammengestellten 
| Rechenergebnisse und die durch Abb. 8 dargestellten Knotenlinien. Abb. 9 bzw. 10 zeigt die 
‘Schichtlinien der w’-Fliche fiir ~ = 7,86148 bzw. « = 15,83029. 

Die in Tabelle 3 angeschriebene erste Wurzel j. = 1,36508 ist der allerniedrigste Eigenwert 
fiir alle Schwingungsarten der quadratischen Platte, also gehért sie dem Grundton an, in 
welchem die Platte mit nur zwei Knotenlinien € = 0 und 7 = 0 schwingt, wie Abb. 8 (I) zeigt. 


Tabelle 3. Die Werte von uw und der verschiedenen Beiwerte fiir die erste Familie der zweiten Schwingungsart 
der quadratischen Platte mit v = 0,3. 


WS vn? Ae Ae —yn? Abb. 8. Knotenlinien. 
(1) 
oe | 1 1,00000 | 1,53788 2.06508 | 0,60422i | —0,66508 
Ei > | 3 0,00766 3.21949 7,66508 | 2,76314 4.93492 
oe Ss. |. 5 0.00100 5.13469 18.86508 | 4.86158 16.13492 
es | 7 0,00041 7,09684 35,66508 | 6,90181 32,934.92 
| (11) 
Bil | 1 1,00000 2.97685 8,56163 | 2,619471 | —7,16163 aj 
ee | 3 0.23339 4.10632 1416163 | 1,06694 —1,56163 
ae 0.00888 5,73251 25,36163 | 4,13985 9,63837 
elie | 7 0.00178 7,54066 42,16163 | 6,41392 26.43837 
(1il) 
e | > | 1 1,00000 410247 16,53029 | 3,85101i | —15,13029 a 
E1S | 3 |—4,56065 4.98299 22,13029 | 2.61348: —9,53029 
= | 2 | 5 |—0,05491 6.38986 33,33029 | 3,02815 1,66971 
|) S| 7 |—0,01457 8.05176 50,13029 | 5,75931 18,46971 
(ees 
| (IV) 
| 2 | 1 1,00000 476468 22,40213 | 4,54996i1 | —21,00213 an 
Peet.) 3. |--0,07613 5.54095 28.00213 | 3,56400i | —15,40213 
S| | 5 0,17938 6.83389 39,20213 | 1,81600 —4,20213 | — 
es | 7 0,01181 8.40846 56,00213 | 5.22474 | 12,59787 
= 
(Vv) 
See ee 1,00000 5.61744 31,25567 | 5,43651i | —29,85567 
2 | 3 |—6,10581 6,28933 36,85567 | 4,64281i | —24,25567 
ees | >.5- |—2,80175 7,45357 48,05567 | 2,35705i | —13,05567 
ies) (7 «| -=0,12231 8.91940 64,85567 | 4,29469 3.74433 
WwW 
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Abb. 9. Schichtlinien der #’-Flache fiir 4 = 7,860148. 


Abb. 10. Schichtlinien der W’-Flache fiir 4 = 15,83029. 


2. Die zweite Familie. Wir wollen uns jetzt mit dem Falle beschaftigen, in dem die Schwin-| 


gungsflache antisymmetrisch nicht nur in bezug auf die beiden Mittellinien, sondern auch a 
die beiden Diagonalen des Quadrats ist. Hierbei hat die Schwingungsflache mindestens vier| 


Tabelle 4. Die Werte von wu und der verschiedenen Beiwerte fiir die zweite Familie der zweiten Schwingungsart 


der quadratischen Platte mit vy = 0,3. 


be n On Pes jhe yn, a 1 i — vn? Abb. 11. Knotenlinein. 
(1) 

8 aN il 1,00000 2,83585 7,74202 2,45805i —6,34202 

5 x 3 —0,12827 400525 13,34202 1,39928 —0,74202 

= S. 5 —0,00557 5,66057 24,54202 423769 10,45798 

Rey 1 —0,00101 7,48612 4134202 6.47750 27,25798 

S eS 1 1,00000 431266 18,29902 4,074191 —16,89902 
= Ss 3 2,68336 5,15742 23,89902 2,93241i —11,29902 
& Te} 5 —0,13566 6,52679 35,09902 2,72047 —0,09902 
4 SS a —0,02103 8,16082 51,89902 5,60366 16,70098 
s ee 1 1,00000 4,66215 21,43565 444248: —20,03565 
5 ie Ss 0,15411 5,45304 27,03565 3,42573i1 —14,43565 
= Ss 5 —0,13841 6,76282 38,23565 2,06503 —3,23565 
Re = 7 —0,01080 8,35079 59,03565 5,31642 13,56435 
- oy ] 1,00000 Ssrcili7 30,58212 5,37421i —29,18212 
5 Nn 3 2753527 6,23555 36,18212 4,56970i —23,58212 
Ss * 2 —346,402 7,40825 47,38212 2,20955i —12,38212 
es a 7 —20,133 8,88156 64,18212 4,37240 4,41788 
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Snotenlinien & = 0, 4 =9,§ =», € =—y, und der Ausdruck fir w’ wird nur durch Um- 
xehrung des Vorzeichens fiir v,(7) in (23) ermittelt. Also kommt 
n—1 


| w = Son(—1) * [vn(é) sin nx—v,(y) sinnzé] (n =1,3,5...). (25) 
s\nalog ist der Ausdruck fiir K,, derselbe wie der in (24) mit entgegengesetztem Vorzeichen. 


Abb. 12. Schichtlinien der %’-Flache fiir w = 20,73565. Abb. 13. Schichtlinien der @’-Flache fiir 4 = 29,88212. 


Der allgemeine Ausdruck fiir K,, (22b) ist verschieden von dem des K,,, (24) fiir die erste 
amilie sowie des —K,,, (24) fiir die zweite Familie. Aber man kann beweisen, da die durch 
K,; (22b) gebildete Frequenzgleichung gleichzeitig die Wurzeln fiir die beiden Familien des- 
wegen liefert, weil diese Frequenzgleichung mit der aus dem Produkt der einzelnen Frequenz- 
sleichungen fiir jede Familie hervorgehenden Gleichung identisch ist. 

_ Die numerischen Rechenergebnisse sind in Tabelle 4 zusammengestellt, wahrend die ent- 
sprechenden Kontenfiguren durch Abb. 11 gezeigt werden. Abb. 12 bzw. 13 stellt die Schicht- 
inien der w’-Flache fiir w = 20,73565 bzw. uw = 29,88212 dar. 
5. Die dritte Schwingungsart. a) Die allgemeinen Formel]n. 
Man sieht, daB die Platte in der ersten sowie in der zweiten 
Schwingungsart so schwingt, da8 die Auslenkung einer belicbig 
durch den Mittelpunkt des Quadrats gezogenen geraden Linie 
symmetrisch in bezug auf diesen Punkt ist. Wir gehen jetzt dazu 
iber, den anderen Schwingungsfall zu betrachten, in dem eine solche 
Linie antisymmetrisch in bezug auf ihren Mittelpunkt schwingt. 
Wenn nun die Schwingungsflache symmetrisch in bezug auf die 
Mittellinie § = 0, antisymmetrisch dagegen in bezug auf die andere 
Mittellinie n = Vist, so hat sie mindestens eine Knotenlinie 7 = 0, 


J 


wie Abb. 14 zeigt, und die beliebig durch den Mittelpunkt des Recht- 2 2 
cks gezogene gerade Linie schwingt antisymmetrisch in bezug auf die- Abb. 14, 3’a-Flache. 
sen Punkt. Eine Schwingungsflache mit dieser Eigenschaft wird durch 
n—1 m 
o 


wh = Y dy tyn(E)(—1) 2 sin naen +B) (9) + 3) bn Ypm(n) (— 1)” cos ma é 
(m=2,4,6..., n= 1, 3,5...) (26) 
mit 


v(t) = lim ep) = Yo" ( 


Sinz Vu’ n hoy 
4 ays I Ry 
Cof Fu cos 3 | 


— 
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ausgedriickt. In ahnlicher Weise wie in fritheren Fallen erhalt man aus den Randbedingungen 


(a) baw. (b) 
SW Wan Wee swe (L—v)? rn? +9 02 p/2] Ae 5 
BO 6 Dies a l pepe 0 (T7e=2, 406) (27) 


ni— wu’? (n? + B2 12)? — ps’? 
bzw 
yeu 8 (1— v)? m? s2+-p B? p? aa } 
bi, Cpm—— > Ms aera Oe oe | 
, ee ee 

bo mt’ Os 4 (28) 
mit | 

bo=e IG a pt Ve" (Zap — te SV) } 

m—0 


Setzt man den Ausdruck fiir bj (28) und den aus der ersten Gleichung (28) hervorgehenden 
Ausdiuck fiir by in (27) ein, so erhalt man 


@, 4+ SSK, ¢,.— 0 (itis == LS Oi gists.) 
mit p (29) | 
K ~ 64 u yw’ f y2 u's [(1—v)?2 r2 n2 +p a w’?] [(1—»)? r2 §2 + B? uw?) | 
a 72 Han \20 (we —p'8) (hp) Gar[(n® + B27)? — 2] [(r? +0? 9)? — pe] | 


Daraus kann man leicht die Frequenzgleichung herstellen. 

Wenn es sich ferner um den Fall handelt, in dem die Schwingungsflache antisymmetrisch 
bzw. symmetrisch in bezug auf die Mittellinie & = 0 bzw. 7 = 0 des Rechtecks ist, wie Abb.15 
zeigt, so ergibt sich ohne weiteres+ 


n 
2 


wi = a U, (€) HS as vyn(&) (— 1)" cos nH + Dh Us m() (c22) 
= ees =e Oe 
(m = 1, 3, n ) $ (30) 


E. 
o 
ee 


en(é) = lim vga (6) = Vu (SA AMEE 4 Hates) 


n> Cof F Vu cos 3 Vu 
und 
Pc Dn Oe = 0) (Pee dco ) 
mit ‘ | 
K, — — Ss ne | ys (Lo)? m? s? +9 8? ut] (La) t vot) | ogy | 


7 Fm \2t (m8 —p) (FA — pe) Ga ln® Fa? st) — 2] (2 Pep a 


t= lim Gun = "Yu (29% Ye —te FY): 


1 Mit Riicksicht auf lim vgn(é)=0, lim bm=0 ergibt sich De abate vy (&). Dies stellt die Eigen- | 


b> 0o boo 


funktion fiir die Peete ee ‘odes des geraden Stabes 
mit freien Enden age und die Frequenzgleichung hierfiir wird ersichtlich 


durch Bq 5 //uw— tg ¥\/u—0 ausgedriickt. Daraus und aus der Formel (17) 
fiir die symmetrischen Schwingungen erhalt man 


7 Tt = Sh em aU 
nite hae ee 


oder bekanntlich (nach einigen weiteren Rechnungen) 


a Vu cos 2) u == I 


Abb. 15. 10’b-Fliche. als die allzemeine Frequenzgleichung fiir den betreffenden Stab. 
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Wenn nun die beiden Funktionen wi und w} so verbunden werden, daB 


w= w+ % wW, = We C08 Wat + % WECOS Os t, 


wo x eine beliebige reelle Zahl bedeutet, fihrt w nur dann eine periodische Schwingung aus, 
wenn das Verhialtnis der beiden Teilschwingungsdauern 


ey ee 
Te ve Wa - La 


eine rationale Zahl ist. 


b) Die Formeln und die Rechenergebnisse fiir die quadratische Platte. 


1. Die erste Familie. Wir wollen jetzt den Fall betrachten, in dem die Platte symmetrisch 


| in bezug auf die Mittellinie € — 0, antisymmetrisch in bezug auf die andere 7 = 0 des Quadrats 
| schwingt. Die Schwingungsfliche hierfiir folgt sofort aus (26): 


, wang 
Wa = 4, Wa, 


n—1l ™m 
Wg = DS) On Un(E)(—1) * sinnan-+ Bs v9(4) + S Bin Um(n) (— 1)” cos mar E m4 
(i= 2,40 etait Se 8) ) 
_ an a, ete 1 bm | 
a ak (a, = 1), Bo= aes ba ay J 


Analog ergibt sich fiir die antisymmetrisch bzw. symmetrisch in bezug auf & = 0 bzw. 


7 = 0 schwingende Flache aus (30) 


w, = b, Wy, . 
n m—l 
Wi = a Up (&) +S a4 vn(E) (— 1)” cos nay + > Bm Um(n)(—1) 7 sinmaé & 
Uy OP ain Wee RIS eee ae ree em Dies Arak 
Leena. y vein bm 
i= 5 On = Pm = > (B, = 1). J 


Da die eine von den Flachen wi, und wy; durch Drehung von 90° um ihren Mittelpunkt mit 


o ° . oe * Sls . 
der anderen identisch wird, so ist es leicht verstandlich, daB die GréBen von yp fir wy gleich 


Tabelle 5. Die Werte von yw und der verschiedenen Beiwerte fiir die dritte Schwingungsart der quadratischen 


Platte mit y =0.3. 


eh Lee 
S .22609|1,58937i| —2,82609] 0 |—0,18568, — oe = be 
3 : ORNs ae Beebe 233064 | 2.77391) 2 0.29218 2,74337| 6,32609|0,68841 | —0,72609 
& | 5] 9.00430/5.34098 21,02609|4,63399 | 13,97391| 4 | 0.01218 4,41884/14,72609|3,53184 | 7,67391 
| 71 0.0018317.24749|37,82609|6.74343 | 30,77391| 6 | 0,0032116,28698|28,72609|5,69859 | 21,67391 
: 4 ; 8 | 0,00133/8,21743)48,32609/7,77650 | 41,27391 
2,27819i1| —5,49017| 0 |—7,62932| — ae Ke ae: 
= : Lene aie rete 1167626 | 0.10983] 2 |—0,56582 3,19221| 8,99017|1,47992i| —3,39017 
= | 5 |0.0434815,58482123,69017/4,33703 | 11,30983] 4 |—0,01392/4,71065|17,39017|3,13207 | — 5,00983 
= | 7 |_0/00974'7.42901/40.49017/6,54292 | 28,10983| 6 |—0,0107616,49540|31,39017|5,45984 | 19,00983 
S i ‘ ; é 8 |—0.00595 8.37796|50,99017|7,60328 | 38,60983 
i| —9,98568] 0 | 0,14106; — = = = 
S : Een eras once eae RAs 2 | 3.03882 3,83219/13,48568)2,58567i 1.88568 
2 | 5 | _007788/5.97375/28,18568/3.78343 | 6.81432] 4 |—0,01973/5,16582)21,88568|2,30528 | 0,51432 
© | 7 | 9’0939117,72565/44.9856816.18986 | 23.61432| 6 |—0,02166 6,83269/35,88568/5,03133 | 14,51432 
= pts hi j é 8 |—0,0113618,64209/55,48568|7,30167 | 34,21432 
= 2 51008i |—12,62067| 0 |—0.07630| — is = < 
S : ee cere isc Sine 7.02067] 2 |—0,07815/4,16181/16,12067 3.052981 —10,52067 
& | 5| 0,00250|6.19037/30.82067|3,41750 | 4,17933] 4 | 0,17972/5,41486 24.52061 1,63687i = 2.12067 
ae 00024517.89434/47.62067/5,97322 | 20,97933] 6 | 0,01323|7,02287|38, . "379 
me) | ; : 8 | 0,00382/8.79322/58,12067|7,11894 | 31,47933 
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Abb, 16. Schichtlinien der wo Flache fiir w = 3,56209. (x =0) 


1Fomilie 


(2=0) 


& Familie 


Z.fomilie 


(2e=-1) 


1Worze/ 2.Worzel 3 Wurze/ 4 Worze/ 
ne Le-3,56009 j=6,19004 /= 1068568 t= 13:52067 
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tt t H 
x & & 
(I-é (m-2) (m-2) 
S 
S = 
S S ES 
i] i] 1 
& x & 
Ll. (I-J) (I-3) (1-3) 
ls (I-4) (1-4) (1-4) 


Abb, 18. Schematische Darstellung der Knotenlinien fiir die dritte Schwingungsart 
der quadratischen Platte mit » = 0,3. 


Abb. 17. Schichtlinien der w,-Flache fiir 1 = 10,68568. (x = 
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den entsprechenden GréBen von wu fiir w, sind. Die Werte von py fiir die beiden Schwingungs- 
flachen kénnen daher durch Auflésung der aus der ersten Gleichung (29) mit 


64 2 y2 4 aio eee Te 2 72 62 2 
Renee pe { v? [(1—»)? r? n? + w?] [((1—v)? 7? 2? +9 ]\ 
mw Hn \2t(nt—p?) (stp?) P = Gr [(n? +72)? —p2] (72 +82)? —p2] | (34) 


(CARRS AA Re an ee eae POR) 


hervorgehenden Frequenzgleichung ermittelt werden. In (34) ist der Ausdruck fiir H,, derselbe 
wie in (12), wahrend der fiir G, durch Einfithrung von r (= 2, 4,6.. .) an Stelle von n in G,, (24) 
ermittelt wird. 

Die wirkliche Rechnung liefert die in Tabelle 5 zusammengestellten Ergebnisse. Abb. 16 
bzw. 17 zeigt die der ersten bzw. dritten Wurzel entsprechenden Schichtlinien der w;-Flache, 
und die schematisch gezeichneten Knotenfiguren fiir die ersten vier Wurzeln in Abb. 18 mit 
den Zeichen (I—1), (II—1) (I1I—1), (I1V—1) dargestellt. 

2. Die zweite Familie. Hier handelt es sich um die Schwingungsflache, die antisymmetrisch 
in bezug auf eine Diagonale des Quadrats ist. Sie hat mindestens eine Diagonale als ihre Kno- 
tenlinie und ergibt sich aus (32) und (33) zu 

w = wet Wy. (35) 

Wie schon erwahnt, hat jede Teilschwingung w, und w;, und folglich auch die resultierende 
Schwingung w’ eine und dieselbe Schwingungsdauer, also die gleiche Tonhdhe. Die Flache 
w+ Ww, und w,—wWy; hat je eine verschiedene Diagonale als Knotenlinie. Die in Abb. 18 mit den 
Zeichen (I—4), (II—4), (II1—4), (IV—4) gezeigten Figuren stellen die den ersten bis vierten 
Wurzeln yw entsprechenden Knotenlinien der Flache w’ = w,— wy, fiir die quadratische Platte 
dar, wahrend sie der ersten bzw. dritten Wurzel entsprechenden Schichtlinien der w’-Flache 


durch Abb. 19 bzw. 20 dargestellt werden. 


Schnitt A-Bu./t-F 


10 a | ES ea 
~O5 i 

A fcaslee 
GO i + 
O5}H- 

| Ihe 
0 = 6 
W 
| Abb. 19. Schichtlinien der w’-Flache fiir = 3.56209. (x= — 1) = iil) 


3. Die dritte Familie. Wegen der Gleichheit der Schwingungsdauer von w, und w, kann 
man die beiden Flachen allgemein so verbinden, daf 


w —Aw,t+ Buy oder w =witxm (36) 


wird. Hierin kann x eine beliebige reelle Zahl sein, und die erste bzw. zweite Familie dieser 


| Schwingungsart ist nichts anderes als w’ (36) mit dem Sonderwert x = 0 baw. x = + I. 


Die jeder Wurzel ys sowie den verschiedenen Gréfen von x entsprechenden Knotenfiguren 


) fir die dritte Familie (0<|x|<1) werden in Abb. 18 dargestellt. Die Schichtlinien der w’- 


22 
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— — 0,1, fiir die zweite mit x = —0,5, fiir die dritte mit | 


Fliche fiir die erste Wurzel mit ~ i 
0,7 werden durch Abb. 21, 22, 23 baw. 24 dargestellt. |) 


“ = —0,2 bzw. fiir die vierte mit x = — 
I} } 
3 1 
ee D G | 
a ae ra === | j 
sy } 
=s | el Sa 
- SH 
> 
S = x | 
2 5 | | 
m ' = \s f 
fae) on ie SS + k 
[a j ee lie 
(seal oa ou 
~ 
SS sss 
Schnitt A-B u. H-F 
Abb, 21. Schichtlinien der w’-Flache fiir = 3.52609. (x= — 0,1) Abb. 22. Schichtlinien der w’-Flache fiir w = 6.19004. (7= —€ 
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Abb. 23. Schichtlinien der w’-Flache fiir 1, = 10,68568. (x = — 0,2) Abb. 24. Schichtlinien der %’-Flache fiir = 13,32067. (x= —0. 


Ks ist merkwiirdig, dai die zu jeder Wurzel « gehorende Figur fiir die erste Familie mit 
wachsendem |x| nach kontinuierlichem Verlauf der zu der dritten Familie gehérenden Figur 
in die Figur der zweiten Familie verwandelt. Ferner ist es bemerkenswert, da8® der Koeffizients 
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so gewahlt werden kann, dafB die Auslenkung eines beliebig gegebenen Punktes (x,, v,) einem 
beliebig gegebenen Festwert y gleich wird, namlich ; 


(4, 91) +x Wola 594) = y- oder x —Z—Mal* %) 
b (X1- 91) 
Dies ist aber darauf beschrankt, daB die GréBe wy; (x,, y,) nicht gleich Null ist, oder in anderen 
Worten, der Punkt (,, y,) nicht auf den Knotenlinien w(x, y) = 0 liegt. Insbesondere hat der 
Nullwert von y die wichtigste Bedeutung, weil man hierbei die Platte so schwingen lassen kann, 
daf§ ihre Knotenlinie einen beliebig im Bereich des Quadrats au®er auf den Knotenlinien 


—y AY ; is r : Rate 
aN y) = 0 gewahlten Punkt passiert, welche Méglichkeit man auch experimentell bestatigen 
kann. 


6. Experimentelle Untersuchung. Die von mir beschriebenen Knotenfiguren kann man 
gréBtenteils auch in den Sandfiguren von Chladni erkennen. Indessen habe ich auch versucht 
diese Sandfiguren durch einfache Anordnungen zu erzeugen, um die aus meinen Formeln her- 
vorgehenden Knotenfiguren mit ihnen zu vergleichen. Dazu werden quadratische Glasplatten 
von 2 bis 3 mm Dicke, 20 bis 28 cm Seitenlange beniitzt, deren Mittelpunkt (oder unter Um- 


1. fiir uy. 2. ftir p14. Qe furs. 2. fiir py. 


Abb. 25. Sandfiguren fiir die erste Schwingungsart. 


2. fur 1. 2. fir ps 


Abb. 26. Sandfiguren fiir die zweite Schwingungsart. 


To far i, 3. fiir py. 3. LUD {L,- 
Abb. 27. Sandfiguren fir die dritte Schwingungsart. 
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stinden andere Punkte) im Schraubstock befestigt werden. Die Erregung der Schwingungen 
erfolgt wie immer durch Anstreichen mit einem Geigenbogen. Die weiteren Versuchsverfahren 
sind ganz wie gewohnlich. Ein Teil der so gebildeten Sandfiguren ist in Abb. 25 bis 27 dar- 
gestellt. Die Figur mit der Ziffer 1, 2 bzw. 3 gehért jeweils zu den ersten, zweiten bzw. 
dritten Familie der entsprechenden Schwingungsart. 

Der Vergleich dieser Figuren mit den theoretisch berechneten zeigt, daB einige Figuren 
miteinander recht gut, die anderen dagegen wenigstens im groBen und ganzen iibereinstim- 
men. Es ist klar, daB die etwa'ge Abweichung hauptsachlich erstens von der Unsicherheit 
sowie der Undefiniertheit der Befestigang der Glasplatten, zweitens von den verschiedenen 
stérenden Einfliissen des Anstreichens mit dem Geigenbogen, drittens von der Ungenauigkeit der 
Abmessungen sowie der Unhomogenitat der Platte und viertens von der Abweichung des in 
den Rechnungen angenommenen Wertes von (= 0,3) von dem wirklichen Wert von » fiir die 
Glasplatte (etwa 0,25) herrithrt. 

Wie man sieht, gehéren die in Abb. 27 mit den Ziffern 3 dargestellten Figuren der dritten 
Familie der dritten Schwingungsart an. Da sie aber derart erzeugt werden, daB ein aufs Ge- 
ratewohl gewahlter Punkt der Plattenrander unbeweglich bleibt, so ist der Wert von x ganz 
unbekannt. Aber man kann den Naherungswert von x durch Vergleichung mit den in Abb. 18 
dargestellten entsprechenden Knotenfiguren mutmaBlich bestimmen. So liegt es zum Beispiel 
sehr nahe zu sagen, da x fiir die in der ersten Reihe stehende Figur 3 fiir yu, baw. fiir die in 
der untersten Reihe stehende Figur 3 fiir ~, nur wenig von 0,0 bzw. —1,0 abweicht, wahrend 
der Wert x fiir die in der zweiten Reihe stehende 3 fiir 4, beinahe gleich —0,7 sein muB. 


(Eingegangen am 17. Dezember 1952.) 


Anschrift des Verfassers: Professor Dr. S. Iguchi. Muroran (Japan), Technische Universitat. 
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Der Einlauf einer turbulenten Rohrstrémung. 
Von W. Szablewski. 


1. Einleitung. Die Kenntnis des Einlaufvorganges einer turbulenten Rohrstrémung ist 
fiir die technische Praxis von erheblichem Belang. Man denke heispielsweise an die Anwendung 
kurzer Rohrleitungen im Maschinenbau. Wahrend fiir den laminaren Einlauf die Sachlage als 

-geklart angesehen werden kann, ist fiir den turbulenten Strémungszustand nur sehr wenig 
bekannt. Experimentell liegt hier die Dissertation von H. Kirsten! aus dem Jahre 1927 vor, 


die verhaltnismaBig kleine Reynoldssche Zahlen Re = 104 bis 10° betrifft (Re = w d/v, wobei w 
die mittlere DurchfluBgeschwindigkeit, d den Rohrdurchmesser, y die kinematische Zahigkeit 
bedeuten). Kirsten findet fiir die Geschwindigkeitsverteilung das 1/7 = Potenzgesetz bestiatigt 
und gibt Einlauflangen von 50 bis 100 d an. Spater hat J. Nikuradse? im Zusammenhang mit 
seiner bekannten experimentellen Untersuchung der ausgebildeten Rohrstrémung aus orien- 
tierenden Messungen das Ergebnis erhalten, daB das ausgebildete Geschwindigkeitsprofil 
sich bereits nach einer Einlauflange der GréBenordnung 25 bis 40d einstellt und daB die 


Anderung derselben mit Re anscheinend nur geringfiigig ist. Eine theoretische Untersuchung 
hat im Jahre 1921 H. Latzko® anlaBlich seiner Arbeit itber den Warmeaustausch in Rohren 
durchgefiihrt. Latzko legte der Rechnung das um ein lineares Glied erweiterte 1/7 = Potenz- 
gesetz der Geschwindigkeit zugrunde. Die von ihm angegebene Formel fiir die Einlauflange, 
gemessen vom Kintrittsquerschnitt bis zum Treffpunkt der Grenzschicht mit der Rohrachse, 


zeigt (im Gegensatz zu Nikuradse) eine starke Abhangigkeit von der Re-Zah]. Fir den 

Bereich der Kirstenschen Messung ergibt die Formel anscheinend zu kleine Werte, namlich 
Langen von 10 bis 20 d. Eine an und fiir sich mégliche Auswertung des Latzkoschen Formalis- 

mus hinsichtlich des technisch interessierenden Druckverlustes im Einlauf erfolgte nicht. 

Im gegenwartigen Zeitpunkt erscheint eine neuerliche theoretische Inangriffnahme unseres 
Problems erfolgversprechend. Der betrachtete Einlaufvorgang stellt eine turbulente Grenz- 
schichtentwicklung mit Druckabfall vom Eintrittsquerschnitt her vor. Bei der theoretischen 
Untersuchung der turbulenten Strémungen in konvergenten Kanilen‘*, die ja den Charakter 
einer turbulenten Grenzschicht mit Druckabfall haben, hat sich nun ergeben, da diese eine 
gute Approximation durch das logarithmische Geschwindigkeitsgesetz zulassen. Denselben 
Sachverhalt zeigen die neueren Messungen von H. Ludwieg und W. Tillmann®. Sehr wesent- 
lich ist dabei die Feststellung ®, daB die empirischen Koeffizienten dieses Gesetzes, x und 
Vx Oo/v [vgl. (1)], vom Druckgradienten der Strémung unabhangig sind. 

Fiir unsere Berechnung des Einlaufvorganges entnehmeu wir die genannten Koeffizienten 
den Messungen von J. Nikuradse’ zur ausgebildeten Rohrstrémung, die den weiten Bereich 
Re = 4-108 bis 3240-10? bedecken. Man hat hier® = 0,42, v,59/y = 7,01. Damit ist zu- 
nachst der erforderliche stetige Anschlu8 an die ausgebildete Rohrstrémung gesichert. Zur 
sachlichen Begriindung der Fortsetzung in den Einlauf hinein ist folgendes zu sagen: 

1. Die Koeffizienten x und v,, dy/v sind, wie oben erwahnt, vom Druckgradienten unab- 
hangig und werden deshalb durch die Variation des Druckgradienten im Kinlauf nicht be- 
rihrt. Der Umstand, daB gegeniiber der Strémung im ausgebildeten Zustand diese im Kinlauf 
von einer Potentialstrémung gefiihrt wird, erweist sich nach den Nikuradseschen Messungen 
der turbulenten Strémung in konvergenten und divergenten Kanalen® als belanglos. Dort 
ergeben sich bei gleicher Re-Zahl sowohl fiir die turbulenten divergenten Strémungen, welche 
die ganze Kanalbreite ausfillen, wie fiir die konvergenten Strémungcen, die durch eine Poten- 


1 LL, Schiller und H. Kirsten, Z. techn. Physik 10 (1929), S. 268. 

2 J. Nikuradse, GesetzmaBigkeiten der turbulenten Strémung in glatten Rohren. VDI-Forschungs- 
heft 356 (1932). 

3 H. Latzko, Z. angew. Math. Mech. 1 (1921), S. 260. 

4 W. Szablewski, Ing.-Arch. 20.(1952), 5. 37. 

5 H. Ludwieg und W. Tillmann, Ing.-Arch. 17 (1949), 5. 288. 

6 W. Szablewski, a. a. O. 

7 J. Nikuradse, a. a. O. 

8 W. Szablewski, Z. angew. Math. Mech. 31 (1951), Sy, Lsi 

9 W. Szablewski, a. a, O.,s. FuBnote 4. 
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tialstrémung in Kanalmitte gefiihrt werden, die gleichen Werte fiir die Koeffizienten x und 
Vy, Op/y des logarithmischen Geschwindigkeitsgesetzes. Bei der von den auBeren Bedingungen 
unabhingigen Fundierung des logarithmischen Geschwindigkeitsgesetzes war das auch nicht 
anders zu erwarten. 

2. Es verbleibt noch der ZihigkeitseinfluB bzw. die Abhangigkeit der Koeffizienten x 
Px 9 von der charakteristischen Reynoldsschen Zahl. Die .Messungen der turbulenten 

v 
Strémungen in konvergenten Kanilen zeigen, daB als charakteristische Reynoldssche Zahl 
5 

jenes Modells, die den Verlauf von % und “+4 diktiert, nicht die Zah] Re; = u, d/y (u, Po- 


tentialstrémung am Rande der Grenzschicht, 6 Grenzschichtdicke) anzusehen ist, sondern die | 
Modellzahl] Re, = u, b/y (b halbe Kanalbreite). Das ergibt sich daraus, daB dort bei gleicher 
Re,-Zahl die Koeffizienten % und v,, do/y fiir die Offnungswinkel « = 0°, —2°, —4°, —8° die 
gleichen sind, wahrend Re, mit den Dicken 6/b = 1,00 0,46 0,24 0,13 variiert 1. Aus Stetig- 
keitsgriinden ist dann auch fiir die Einlaufvorginge der konvergenten Kanalstrémungen Re, 
als charakteristische Reynoldssche Zah] anzunehmen. Man kann aus diesem Tatbestand den 
SchluB ziehen, daB der Einlauf einer turbulenten Rohrstrémung nicht durch dielangs des Kinlaufs 


varriierende lokale Reynoldssche Zahl Res, sondern durch die Modellzahl Re= oe charak- 


terisiert wird, die fiir die gesamte Rohrstrémung eine Konstante ist. 

Wir machen fiir das Folgende noch die itbliche Annahme konstanter Geschwindigkeitsver- 
teilung im Anfangsquerschnitt. Ferner setzen wir turbulenten Strémungszustand der Grenz- 
schicht vom Anfangsquerschnitt her voraus, wie er z. B. durch scharfkantige Rander erzeugt 
wird. Die der Rohrachse anliegende Kernstrémung behandeln wir als Potentialstrémung. 

Die Untersuchung erstreckt sich nur auf den ,,Kernbereich“ des Einlaufes, der bis zum 
Zusammenwachsen der sich von den Wanden her entwickelnden Grenzschichten auf der Rohr- 
achse reicht. Eine Erérterung des sich anschlieBenden Ubergangsbereiches zur voll ausgebilde- 
ten Rohrstrémung ist mit den hier zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht méglich. Fiir tech- 
nische Anwendungen kann dieser Bereich naherungsweise nach den Daten der ausgebildeten 
Strémung behandelt werden. Wir kommen darauf noch in Abschn. 3 zuriick. 


2. Berechnung des Einlaufvorganges. Es be- 
deuten im folgenden x, r Zylinderkoordinaten, 
ry den Rohrhalbmesser, d den Rohrdurchmesser, 
y den Wandabstand, 6 die Grenzschichtdicke, 
Oy die Dicke der laminaren Unterschicht, u die 
Geschwindigkeitskomponente in der x-Rich- 
tung, u, die Geschwindigkeit der Potential- 
strémung, wdie mittlere DurchfluBgeschwindig- 
keit, 9 die Dichte, y die kinematische Zahig- 

Abb. 1, keit, p den statischen Druck, rt die Schub- 
spannung, t) die Wandschubspannung. 
Das logarithmische Geschwindigkeitsgesetz fiir turbulente Grenzschichten lautet 2 


p =2nn +2 —1 +In (4 Rey fey) +7 2% (1) 
mit den Abkiirzungen 
BE cies. ae: _ 49 
YP m,? = O° Res — 
und 
A re ag Lo 
pee err oe 


die GiéBen x und v, d)/” stellen die empirischen Koeffizienten dieses Gesetzes dar (vgl. Abschn. 1). 

Wir verwenden im folgenden das logarithmische Geschwindigkeitsgesetz als Approxi- 
mation fiir die Geschwindigkeitsverteilung iiher der gesamten Breite der Grenzschicht im Ejn- 
Jauf. Als Parameter treten in der Verteilungsfunktion (1) die Grenzschichtdicke 6 und die 
Wandschubspannung c, = 1%/g u? auf. Zu ihrer Bestimmung werden wir die Randbedingung 


1 W. Szablewski, a. a. O., s. FuBnote 4 von S. 323. 
* W. Szablewski, Z. angew. Math. Mech. 31 (1951), S. 09. 
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@ = 1 fiir 7 = 1 und den Impulssatz heranziehen. Es tritt aber hier als weitere Unbestimmte 
noch die Geschwindigkeit u, der Potentialstrémung am Rande der Grenzschicht auf. Als 
weitere Bestimmungsgleichung dient uns hier die Aussage, daB der Massenflu® durch die 
Querschnittsflache in der Zeiteinheit konstant ist. Impulssatz und der genannte Kontinuitats- 
satz sind als Integralsitze der Anwendung einer approximierenden Funktion giinstig. 


a) Randbedingung y =1fiiry =1. Die Randbedingung ergibt in Anwendung auf (1) 


i * D 
1=!S)— 144m (4 Reger) + (2) 
Wir kénnen dann fiir die Verteilungsfunktion auch schreiben 
g=1+ ny. (3) 
Im folgenden werden wir die Abkiirzung 
x 
1 
: 1 0) u,d 
gebrauchen. Aus (2)folgt mit Re; = 5 Rea— : wo Reg= - ; 
0 
. % 9 
Kone 9 ie ete OL eat eran (5) 


To % Re, 


b) Kontinuitatssatz. Fir den Massentransport in der Zeiteinheit erhalten wir 


zt (ry — 6)? uy + fulard=arw. (6) 
™%—O 
Transformation auf 
hats 
= 
ie 
ergibt 
1 
aa ee 5 
Gageeca He | etn S)an. ) 
6 
Setzt man (3) ein, so kommt 
a pee (8) 
ua To % 2 7% 


Ersetzt man in (5) nunmehr Reg durch Re = wd/y = Reyw/u, mit (8), so erhalt man bei 


Auflésung nach 6/rp 
QD Cc ; ee 
ae eh ere 


— 1+ 9 
y 


mit C=2x2 Re : 

22 . : _ ; 
@+Ce) <1 ist (der Héchstwert von z entsprechend 6/ry = 1 besitzt 
die GréBenordnung 10), so folgt 


Beachtet man, dai 


ze 
Ta EG bedi % (9) 


Damit haben wir in (8) und (9) zwei Gleichungen gewonnen, die w/u, und 0/ro als explizite 
Funktionen von z beschreiben. Den noch fehlenden Zusammenhang zwischen z und x/To 
werden wir nun mittels des Impulssatzes gewinnen. 


c) Impulssatz. Grenzen wir nach dem Vorbild von H. Latzko’ durch zwei zur Rohr- 
achse senkrechte Schnitte im Abstand dx ein Ringelement der Grenzschicht als Kontroll- 


1 H. Latzko, a. a. O. 
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fliche ab (Abb. 1), so ergibt sich fiir den Impulsflu8 durch die Kontrollflache in der Zeiteinheit 
Fo : d T) 
| Wiardr—oug, | u2ardr. 
m— 6 r — 6 


d 
C dx 
Das letzte Glied gibt dabei den Impulsflu8 durch die obere Begrenzung der Grenzschicht mit- 


tels der Differenz des Massenflusses durch die senkrechten Begrenzungsflichen der Kontroll- | 
fliche an. 


Fiir die auf die Kontrollflache ausgettbten Druck- und Reibungskrafte erhalt man 
ig: r2 — 7 (ry — 0)?] —2 4 %%- 
Beziiglich der Druckkrafte ist zu bemerken, daB der aus der Verschiedenheit der Grenzschicht- | 


dicken resultierende Anteil kompensiert wird durch den Beitrag der oberen Begrenzung der | 
Grenzschicht. Wir erhalten also 


ue [fra oust [ wre =— Bo (0—g)—n0- a | 


Wir formen die Integrale in folgender Weise um: 


T) a 
1 d __ d(6/r9) F) 1 du 
ru, dx | a4 cael! =) : i Ty OCalrg) ry 0 WIT) ° 


™%— — O/T, 


Weiter gilt 
1 dw — @& dts 
u, 0(x/T9) 0(x/To) ae u, d(x/T9) 


Fir die Potentialsts6mung u, (x) haben wir nach der Bernoullischen Gleichung 


a Ba py Cla 
dx va QU, dx 
Fiihren wir die Widerstandsziffer 
y — —(apldx) 0 
(9/2) uz 
ein, so kommt schlieBlich 
aioe d(dlr) (, 8 oe 
— —— = To | 7 r A r 
a Hare | urdr d(x/ro) (1 =| | ace d(r/r 9) + 2(d/r,) | (Papal) : Gy 
>= 6 : as 6/r5 aes 8/9 
Analog erhalt man 
i a a -* d(6/r,) 5 I 1 } 
ae 2 To Op +r A r 
Yo ui dx Hs d(x/r9) (1 ake 2 i ? F(xjr,) ro BOTT) le raiey | pA (F/T) - (12) | 
foes 1— dfr, 1— 6/r, | 


Wir transformieren weiter auf den Wandabstand 


wobei zu beachten ist, daB 


d(r/r)) = — (i Cues \ Snel (aad a\ |, (d[r0)’ 
(T/T) (0/T9) dy . Ger Geral (>)... flaye 


ist, Wobei der Strich die Ableitung nach (x/r)) bedeutet. 
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Man erhialt dann letzten Endes fiir den Impulssatz 
1 


a=af ot—ai—n2)an+4 fa—(i—n2)an + 
0 0 (13) 
+ aana|m [7-9 (1—n2)an). 
0 


Gehen wir hier mit unserer Naherungsfunktion (3) ein, so ergibt sich nach einiger Rechnung 


2 
aoe at el 4 elt | 
z Ne 2 4 1 4 2 1, 


| _ d 2 1 iot ey 
Tao \To z z 4 a) 4 2 sate 
Wir rechnen zunichst die Widerstandsziffer 
— (dp/dx) 6 2 du 
ie (dp f 1 
(@/2) uz u, dx g 
auf die in der Praxis zur Anwendung kommende Widerstandsziffer 
5 —(dpldx)d 
(e/2) w? 
-um. Das geht so: Mit 
du, _ w  d(w/u,) 
dx (w/u,)? dx ; ee) 
erhalten wir zunachst 
— 2 (0/ro) d(w/u,) 
pues 0 uy 16 
(w/u,)  d(x/r9) ny 
Dann kommt 
re ee 1 —4 d(w/u,) 
em = us 17 
(0/79) (w/u,)? — (w/u,)? d(x/r9) ms) 
Fiir die Gesamtwiderstandsziffer 
) x/d 
oie [aa q (= p(x/d) =) 
(x/d) (0/2) w? 
folgt aus (17) die Formel 
eee oe fe (18) 


(w/u,)? 


Der gesamte Druckverlust im Rohreinlauf betragt mithin nach (8) mit 6/rg =1 baw. 2, 


[vgl. (9)] 


A. : ie (19) 


Aus (16) folgt nunmehr durch Integration 


F2(5/r,) 1 d(w/u,) 
alto = ( 5 Fs 7 dz. (20) 


0 


Hier sind 6/r) und w/u, nach (8) und (9) als Funktionen von z bekannt. Fir — ae te) erhait man 


aus (8) unter Benutzung von (9) 


d(w/us) _ (S/ro?f1 , €/_ 94 9 (21) 
dz z Dic ate cere) \T : 
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Um die Integration in (20) durchfithren zu kénnen, bendtigen wir noch Mele ee von 4{/ 
Zz 


Diese Beziehung liefert uns jetzt der Impulssatz (14). Setzen wir dort in) ae GES und) 
dz A w/u, 
nach (10) Tsing) ~~ 26 lra) Awl) ” 
dz 
so kommt 9 aff 
i ie - 
w/u, 1 
M(@) ——aiofa) Ore 
dz 
mit 
i @ i © 99) 
ME = (Be H(1 : 4 32, ( 
Opin & il ¢ 1p aA 0/To eee 
hy(e) = C( ") al 2(1 a rie] +t(2-4ee). 


w/u, baw. oe nach (8) bzw. (21). 


Wir fassen zusammen: Mit z = x/J/c, ergeben sich nach (8) w/u,, nach (9) 6/rg und nach (22 | 3 
A als explizite Funktionen von z. z als Funktion von x/ry ergibt sich dann aus (20). Die 
Quadratur ist nur mit approximativen Mitteln durchfithrbar. 


3. Ergebnisse!, Untersucht wurden nach dem in Abschn. 2 angegebenen Formelsystem die} 

ole Re 105, 57108) 10%, 15-108. 
Das in (20) vorkommende Integral wurde dabei mittels graphischer Integration ausgewertet. 
1A Die Widerstandsbeiwerte sind in den Abb. 2 


3 


a bis 4 dargestellt. Beziiglich des in Abb. 2 ent- 
ae - Rote mae al 
Donieher Druin enust haltenen értlichen Druckverlustes 1 ist zu be-| 
merken, daB der maximale Wert j= 1,41/] 
0030|-| 747 
Mes) \ Kernende 
g0eo|- 
016|- 
g010|- z 
L fh Had SSL Sel | ! a 
00g = 0 5 70 6 20 
Abb, 3. 


unmittelbar am Kintrittsquerschnitt angenommen wird (bei x/d =~ 10); fiir x/d = 0 selbst | 
ergibt sich Fi 0,706. Abb. 3 gibt den Gesamtdruckverlust A an, Abb. 4 die Wandschub- #} 
spannung cy. Es ergibt sich u. a. das fiir die technische Praxis wichtige Ergebnis, daB der }} 
Druckverlust des gesamten Einlaufs gegeniitber einem mit den Werten der ausgehbi! deten 
Rohrstrémung berechneten Verlust um folgende Prozentzahlen hiéher liegt: | 
Re = 10° 5- 105 108 5-108 
22% 19,4% 18% 14%. 
Abb. 5 zeigt den Verlauf der Geschwindigkeit in Rohrachse. 
Die MaSe des Einlaufvorganges geben Abb. 6 bis 8 an. Abb. 6 enthalt die Kern] ange, Abb. 7 


die Grenzschichtdicke. In Abb. 8 schlieBlich ist die Geschwindigkeitsverteilung im Einlauf 
mittels der Isotachen dargestellt. 


? Die numerische Rechnung hat mein Mitarbeitcr Herr Herbert Moch durchgefihrt. 
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_ Experimentelle Ergebnisse, die einen Vergleich mit der Theorie gestatten wiirden, liegen 
leider nicht vor. Es gibt jedoch einige Hinweise, daB die Rechnung sachgem48 ist: Zundchst 
 einmal haben die Kernlangen die erwartete GréBenordnung. Die Veranderlichkeit der Kern- 
} lange mit Re ist in Ubereinstimmung mit Nikuradse verhaltnismaBig schwach (vgl. Abschn. 1). 
i Ferner darf man erwarten, daf die Kennwerte am Kernende nur unerheblich und in einem 


4 AZ, 
Tu 
hcp ic Pai Ce ee a 
ee Geschwindigkelt in Rohrachse 
as Wandschubspannung 
| Kernende = A ab fas 1° 
a 0 Fe-0? fe-59 Fea? Me-5-0 
9005, | 
¢ Re= 10° 
| Re=5-70° | 
Re=0° | \Kernende 
; 5. nb | 
oor Re-5 0° | ‘i z 
| a ra : 7 SS d 
praia. ' ! i | L { r | 
a, 5 77 a 20 = a ee G 2 a 
Abb, 4. Abb, 5, 
(= 
F| d), 
kernlange 
240\- | 
150'— : ee 
F ; 7 : A aa Cte ere Ne | L a 
70 5:10 10 510 0 6 UW 6 20 
Abb. 6. Abb, 7. 


systematischen Sinn von den Kennwerten der ausgebildeten Rohrstrémung abweichen, Das 
ist nun auch der Fall, wie aus Tabelle 1 zu erschen ist, in der fiir das Kernende berechnete 
Werte mit den entsprechenden der Nikuradseschen 1 Messung der ausgebildeten Rohrstrémung 


-verglichen werden. 


Tabelle 1. 
i w/ uy, 
- Kernende, Theorie atau Kernende, Theorie Rhee. 
105 0,0182 0,0178 0,854 0,839 
5 - 165 0,0135 0,0131 0,872 0,8585 
106 0,0120 0,01165 0,879 0,8655 
5 + 106 0,0093 0,0092 0,892 0,880 


Man sieht auch, da® man den Ubergangsbereich (vgi. Einleitung) in guter Naherung nach 
den Daten der ausgebildeten Rohrstrémung berechnen kann, 


1 J. Nikuradse, a. a. O. 
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4, Zusammenfassung. Der Einlaufvorgang einer turbulenten Rohrstrémung wird theore- 
tisch untersucht, indem die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht durch das logarith- 
mische Geschwindigkeitsgesetz approximiert wird. Dabei werden die empirischen Koeffizienten 


| 
105 10% 
= 


IARI ASEAN ONENESS 


117 —Achse 
126 


he-10", 


100 = \f025 


Re=5-10° 
700 


be 
| d 
OS 
N 
eee - 1138 —Achse 
+ |Re=00° 
| 100 1025 
As 


112 —Achse 


Abb. 8. Bild der Jsotachen eee const. 
w 


dieses Gesetzes der Theorie der voll ausgebildeten Rohrstrémung entnommen. Die Kern- 
strémung wird als Potentialstrémung behandelt. Berechnet werden 6rtlicher Druckverlust, 


Gesamtdruckverlust und die Wandschubspannung ; ferner die Kernlangen und die Geschwindig- 
keitsverteilung im Einlauf. 


(Eingegangen am 24. Dezember 1952.) 


Anschrift des Verfassers: Dr. W. Szablewski, Deutsche Akademie der Wissenschaften, Forschungs- 
institut fir Mathematik, Abt. Angewandte Mathematik, Berlin W 8, JagerstraBe 22/23. 
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Uber die Biegung von Platten durch Einzellasten 
mit rechteckiger Aufstandsfliche. 


Von 8S. Woinowsky- Krieger. 


1, Einleitung. Wird eine diinne elastische Platte einer transversalen Punktlast ausgesetzt, 
so zeigen bekanntlich die Biegemomente der Platte ein unbegrenztes Anwachsen mit der An- 
naherung an den Angriffspunkt der Last. Hat manes also mit der Bemessung der Platte zu tun, 

so muf eine endliche Ausdehnung des Lastgebietes in mindestens einer Richtung angenommen 
werden, um zu praktisch brauchbaren Ergebnissen zu gelangen. 


Die Einzelkraft greife also zuerst einmal als eine Punktlast an und erzeuge gewisse Biege- 
momente am Umfang eines um den Lastpunkt geschlagenen Kreises, dessen Halbmesser klein 
sein mége im Verhaltnis zu den Abmessungen des Plattengebietes; alsdann verteile sich die 
gleiche Last achsensymmetrisch, insbesondere gleichférmig, auf die Flache jenes Kreises und 
verursache gewisse, nunmehr endliche Biegemomente in der Kreismitte. Ein einfaches von 
A, Nadai' herriithrendes Verfahren erlaubt es dann, von den zuerstgenannten, durch die Green- 
sche Funktion des gegebenen Plattengebietes definierten Momenten auf die Momente im Zen- 

trum der Druckflache zu schliefen. 

Indes haben die bei der Bemessung von Bauwerken auftretenden oder vorgeschriebenen 
Kinzellasten, so z. B. die Raddriicke von StraBen-Fahrzeugen oder Maschinenfundamente, 
meist rechteckige Aufstandsflachen. Es liegt also nahe zu versuchen, die Nadaische Nahe- 
rungsmethode der Momentenbestimmung auf rechteckige Druckflachen auszudehnen. Die Last 
moge sich dabei gleichmaBig auf ihre rechteckige Aufstandsflache verteilen. Die Lésung eines 
_ spezielleren, diese Belastungsform implizierenden Problems sei den weiteren Ausfiithrungen 
| vorausgeschickt. 


2, Eingespannte Kreisplatte unter einer gleichformig auf eine Rechteckflache verteilten Last. 
Wir betrachten eine an ihrem Rande x* + y* = a’ eingespannte Kreisplatte, die zunachst an 
heliebiger Stelle x =£, y = 7 eine Punktlast P tragt. Fihrt man zur Vereinfachung der 
Schreibweise komplexe Koordinaten 


Eee ee eee gee 

% +i1—, Zz U (1) 
ein, wobei der Lastpunkt durch 

ui 


rea a Pee I. 2 
Cae gt ee tee rat (2) 


a 


. gegeben ist, so erhalt man die wohlbekannte Lésung von J. H. Michell? fiir diesen Belastungs- 
' fallin der Form 


Pa? e ee CG, | 
= ae ] = ‘ 3 
w = Popa — 27) 0-28 46-0 6 Dn EBS (3) 
sofern D die Biegesteifigkeit der Platte bedeutet. 
Fiir alles Folgende sind nur die Biegemomente M, und M, im Mittel punkt der Platte z = 0, 


Z = 0 von Interesse, wofiir die allgemeinen Ausdriicke 


ier W 
4 
LCA en OW 


' lauten, wo vy die Querdehnungszahl sein soll. 


) 1 A. Nadai, Die elastischen Platten, S. 62 ff., Berlin 1925. 
2 J. H. Michell, London Matb. Soc. Proc, 34 (1902), 5. 223. 
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Geht man mit (3) in die Gleichungen (4) ein und setzt noch zum SchluB z = Z = 0, so erhalt 
man nach einfacher Rechnung 


(1+ )P a 24 y 
M,+ My = An (maa t aa 1), | 
(l=) P/,@—1 ont Baa 
M, — My = he (2 a a 2 + p]* 


Es mége nun eine gleichférmige Verteilung der Last P auf eine zentrisch gelegene Rechteck- 
flache s+ t angenommen werden, die ganz innerhalb des Plattengebietes liegt (Abb. 1). Die zu- 
gehérigen Biegemomente m,, my im Plattenmitte] punkt sind dann durch die Ausdriicke 


(5) 


s/2 ét/s $/2 n s/t 7 
met my =] [ ab [ (Ms EM) dy + [ an (fe = My) a8 (6). 
0 0 0 0 J 


gegeben. Unter der angenommenen Einschrinkung s? + t? < (2a)? gelangt man nach sukzes- 
siver Einsetzung der beiden Ausdriicke (5) in die Gleichung (6) zu den folgenden Ergebnissen: 


a Dir 2 2 t s t Se + 
my i ee cas 2 —In ca ee (are tg — +} —are tg ale 12 a |; | 


4 4. a? 


(7) 


Polat Ss s ; t ! Ss? —t st —i* 
— = | are to are = 5 
Me ty, 4a Eye ts t t 8s 6 a? 80 at 


In einigen Sonderfallen der Rechteckflache erhalt man 
besonders einfache Momentenausdriicke. Ist beispielsweise 
die Druckfliche ein in den Plattenumfang eingeschriebenes 
Quadrat (s =i =a /2), so wird 

(1 + )P 


Mm, = my = (14 — 3m), (8) 


und im Falle einer gleichmaBig ttber den Durchmesser 

x = 0 verteilten Linienlast (s = 0, t = 2a) ergibt sich 
aay P (83 +79)P 

Me 73g gn cay ee (9) 

Ist nun die Last P, anstatt auf eine Rechteckflache, auf 

eine durch x? + y® = c? begrenzte Kreisflache gleichférmig 

y verteilt, so liefert die erste der beiden Gleichungen (5), 

Abb. 1. Kreisplatte mit rechteckiger Auf? wenn man darin €* + 72 = @? setzt, den folgenden Aus- 

stp deflbcke Gerdes: druck fiir die Momentensumme in der Plattenmitte: 


WES 


2% ¢ 
1+)P : 1 +»)P : 
met my =F | do { 2nd + G— lode = a eee ren) (10) 
i) 0 


wahrend zu gleicher Zeit m, — my = 0 wird. Die Formeln (7) und (10) bilden in Verbindung 
mit dem Verfahren von Nadai die Grundlage fiir die Lésung der eingangs gestellten Aufgabe. 


3. Einzellast mit kreisformiger Aufstandsflache. Im Hinblick auf die beabsichtigte Er- 
weiterung des Nadaischen Verfahrens weicht dessen nachstehende Formulierung von der bei 
Nadai gegebenen verschiedentlich, doch nicht dem Wesen nach, ab. 

Kine im Mittelpunkt « = 0, y = 0 einer freiaufliegenden Kreisplatte vom Halbmesser ay 
angreifende Punktlast P erzeugt in x=, y= 0 die durch die beiden folgenden Ausdriicke 
gegebenen Biegemomente 


' Peas Ue ale ay (1—v)P 
eile ee a a | 

i i (1 —») P (11) 
i es ae 4a i | 


Verteilt sich nun dieselbe Last P gleichmaBig auf eine mit dem Plattenrand konzentrische 
Kreisflache, dessen Halbmesser ¢ klein ist im Verhaltnis zu ag, so entsteht im Mittelpunkt der 
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Druckflache 


| ele?) PB a le 
CE ease eg oes | 


(12) 


m,— m, = 0, 


sofern man dabei die in ¢ quadratischen Glieder unterdriickt. Aus dem Vergleich der beiden 


vorstehenden Gleichungsgruppen entspringt die zunachst fiir die freigestiitzte Kreisplatte 
giiltige einfache Relation 


m, |- my—= m,-+ m,4 (1 ate) P . 
Mm, — m, = m, Tox (any | Se 
N ny; x igmal Ax 2 


die es erlaubt, von den Spannungsmomenten in der Umgebung einer Punktlast auf die Mo- 
mente im Mittelpunkt einer kreisférmigen Druckflache zu schlieBen. 

Die gegebene Platte besitze nun hinsichtlich ihrer Randbedingungen miudestens eine Sym- 
metrieachse, sei aber im iibrigen beliebig begrenzt und gelagert. Die angenommene Symme- 
trieachse enthalte den Angriffspunkt x = 0, y = 0 der Einzelkraft P und mége zur x-Achse 
des Koordinatensystems gewiahlt werden. Spannungsmomente, die die Punktlast in x = c, 
y = 0 erzeugt, lassen sich dann in der Form 


m, -—- my = ie =e : | = A), | 
if ! (1 —v)P ( 14 
Le Lor B, | (14) 


anschreiben, sofern man wiederum Glieder, die cin der zweiten oder héheren Potenz enthalten, 
unterdriickt. Dabei sind A und B gewisse Konstanten und | eine Bezugslange. Man kann die 
Konstante A auch fortlassen, wenn man die Lange / durch l’ = Lye ersetzt, doch ist der vor- 
hin gewahlte Ausdruck praktisch bequemer. 

Nach einem Vergleich mit (11) 1aé8t sich der Spannungszustand (14) als ein um einen homo- 
genen Zustand erweiterte Spannungszustand einer Kreisplatte deuten. Greift also die Kinzel- 
kraft Pnicht als eine Punktlast, sondern als eine gleichférmig auf einen Druckkreis x? + y* = c? 
verteilte Last an, so schreiben sich die Spannungsmomente im Mittelpunkt dieses Kreises auf 
Grund von (13) in der Form 


en ta (2 =e 1). | 
(15) 
m, — my =)" (B+ 1). | 


Das Problem, die Biegemomente im Mittelpunkt des Druckkreises zu bestimmen, wird so- 
mit auf die Konstruktion von Ausdriicken von der Form (14) zuriickgefiihrt, was stets gelingen 
wird, wenn die Greensche Funktion der Platte fiir die vorgeschriebenen Randbedingungen be- 
kannt ist. 


4, Einzellast mit rechteckiger Aufstandsflache. Wir betrachten zuerst den Sonderfall der 
zentrisch auf einer rechteckigen Druckflache belasteten eingespannten Kreisplatte (Abb. 1). 
Sind die Langen s und t klein gegen den Halbmesser a der Platte und unterdriickt man dem- 
entsprechend die zweiten und vierten Potenzen ven s/a, t/a gegen die Einheit in den Formeln 
(7), so reduzieren sich diese auf die Ausdriicke 


(16) 
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Hierin ist 


ka (17) 


(18) 


und, schlieBlich 
d =ys? +2. (19) 
Ist nun die Aufstandsflache der Last ein Kreis, dessen Halbmesser c klein sein mége im Ver- 


haltnis zu a, so folgt aus der Formel (10) naherungsweise der erste der beiden folgenden Aus- 
driicke 


(1 +P) a | 
c 


m,-+ my = ne 


(20) 
m,—m, = 0, | 
wihrend der zweite nach wie vor genau gilt. Ein Vergleich der Gleichungspaare (16) und (20) 


zeigt, daB die rechteckige Druckflaiche s+t der Last einer kreisférmigen Flache gleichwertig 
wird, wenn man den Halbmesser dieser letzteren gleich 


d >? 
ee 21 
c ae (21) 
setzt und die Momentendifferenz 
oe eee (22) 


mitberiicksichtigt. 

Die fiir einige Verhaltniszahlen k = t/s berechneten Werte der Hilfsfunktionen p(k) und 
w(k) sind in der folgenden Tabelle enthalten. Die Anwendung der gewonnenen Ergebnisse auf 
einige Sonderfalle von Plattenbegrenzung wird in den nachsten Abschnitten gezeigt. 


Tabelle 1. Werte » und y. 


k ? v k ? v k ? v 

0 1,0000 —1,0000 1EO 1,5708 0.0000 2,0 1.4274 0,4752 
0,05 1,0752 —0,9231 Up 1,5689 0.0543 3,0 1,3816 0,5489 
0,1 1,1438 —0,8496 1,2 1,5637 0,1036 4,0 1,3114 0,6485 
0,2 1,2617 —0,7123 1,3 1,5563 0,1485 5,0 1,2617 0,7123 
0,3 1,3553 —0,5877 1,4 1,5473 0,1894 6,0 1,2252 0,7566 
0,4 1,4274 —0,4752 15 1,5372 0,2268 7,0 1,1974 0,7891 
0,5 1,4809 —0,3737 1,6 1,5264 0,2611 8,0 1,1756 0,8140 
0,6 1,5189 —0,2825 st rolo2 0,2927 9,0 1,1582 0,8337 
0,7 1,5445 —0,2004 1,8 1,5037 0,3218 1 1,1438 0,8496 
0,8 1,5603 —0,1266 1,9 1,4923 0,3488 20 1,0752 0,9231 
0,9 1,5684 —0,0601 2,0 1,4809 0,3737 fo) 1,0000 1,0000 

5. Die allseitig freiaufliegende Rechteckplatte. Ist zunachst 


eine Punktlast P gegeben, die an der Stelle x = €, y = 0 (Abb. 2) 


angreift, so sind die Biegemomente langs der Mittellinie y = 0 
durch die Ausdriicke! 


co 


' pe eal be aga) Sqon .neé . naxx 
m, + my Fs Z 7 Sn sin —_ » 
os (23) 
P , meen) F “a On nee . nee 
Mm, — mM, = : 2 nol? an sin —— sin — 


mit der Abkiirzung a, = nz b/2a bestimmt. Ein Teil der ersten 
Summe (23) laBt sich geschlossen darstellen, wenn man _ be- 


Abb: da, Rechteckige’ Platte tai 1 Vgl. x. B. S. Timoshenko, Theory of plates and shells, S. 159. New 
Koordinatensystem. York 1940. 
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achtet, daB JG a, = 1 — e~*"/Cof a, ist und daB® au®erdem die Entwicklung 


sin a(x + §) 
= leetenwe nax 1 2a ; 
Paed 7 eine] (24) 
| 2 a 
gilt. Nimmt man noch die Entfernung |x — &|=c als klein gegen a an und setzt dement- 
sprechend 
see on oe sin ae awe 
2a a 2a 2 ae 


so erhalt man auf der Mittellinie y = 0, im Abstande c von der Last, die Momente 


(l-+4»)P 2asin™$ BS = £ 
m! a ae v 1 a 9 Cas" _ 9 WK 
ety 22 meee G Pare eran’ f 
25 
sin? ai oe 
' ae (l—»v)P abe a 
ated 25 eye De of? an 


in Ubereinstimmung mit der Form der Gleichungen (14). 


Geht man einen Schritt weiter und verteilt die Last P gleichférmig auf eine Kreisflache vom 
Halbmesser c, so erhalt man die Biegemomente im Mittelpunkt x = &, y = 0 der Kreisflache, 
indem man die Beziehungen (13) beachtet in der durch die Gleichungen (15) festgelegten Form. 
Es gilt? 


Der Ubergang zur rechteckigen Druckflache vollzieht sich nur durch Substitution des Aus- 
druckes (21) fiir c, sowie durch Hinzufiigung der Momentendifferenz (22). Das Ergebnis 1aBt 
sich in der Form 


4 . we 
EPA asthe Sas 
TSS ase 7 ah alia MRT ee (27) 
1 [he 
i er ees a (u+ ) 


darstellen, wobei zur Abkiirzung 


= eon . gnmé 
A=38— 4) Gam sin ae 
n=1 
20b Vy 1 gta 
i et 2, tata sin oe 
n= 


gesetzt ist. Die nur vom Seitenverhaltnis b/a sowie der Lastenstellung, nicht aber von der Art 
der Lastenkonzentration abhangigen Werte A und yw findet man in der Tabelle 2 zusammen- 
gestellt. 


(28) 


1 Gleichwertige Formeln finden sich bei S. Timoshenko, Bauingenieur 3 (1922), S. 51 ff. 
23 
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Tabelle 2. Werte A und yp fiir die rechteckige Platte. 


0,5 | 0,6 0,7 0,8 | 0,9 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 | 2,0 3,0 oo 


0,1 | 2,792 | 2,861 | 2,904 | 2,933 | 2,952 | 2,966 | 2,982 | 2,990 | 2,995 | 2,997 | 2,999 | 3,000 | 3,000 
0,2 | 2,352 | 2,545 | 2,677 | 2,768 | 2,832 | 2,879 | 2,936 | 2,966 | 2,982 | 2,990 | 2,995 | 3,000 | 3,000 
0,3 | 1,945 | 2,227 | 2,433 | 2,584 | 2,694 | 2,776 | 2,880 | 2,936 | 2,966 | 2,982 | 2,990 | 3,000 | 3,000 
0,4 | 1,686 | 2,011 | 2,259 | 2,448 | 2,591 | 2,698 | 2,836 | 2,912 | 2,953 | 2,975 | 2,987 | 2,999 | 3,000 
0,5 | 1,599 | 1,936 | 2,198 | 2,399 | 2,553 | 2,669 | 2,820 | 2,903 | 2,948 | 2,972 | 2,985 | 2,999 | 3,000 


0,1 0,557| 0,677| 0,758) 0,814] 0,856] 0,887 | 0,931 | 0,958 | 0,975 | 0,985 | 0,991 | 0,999 | 1,000 
0,2 |-0,179| 0,053] 0,240] 0,391] 0,456] 0,611 | 0,756 | 0,849 | 0,908 | 0,945 | 0,968 | 0,998 | 1,000 
0,3 |—0,647 |-0,439 | -0,229|-0,031] 0,148] 0,304 | 0,551 | 0,719 | 0,828 | 0,897 | 0,939 | 0,996 | 1,000 
0,4 |—0,852 |—-0,701 | -0,514 | —0,310 | -0,108 | 0,080 | 0,393 | 0,616 | 0,764 | 0,858 | 0,915 | 0,995 | 1,000 
0,5 |—0,906 | —0,779 | -0,605 | 0,404 | 0,198 | 0,000 | 0,335 | 0,578 | 0,740 | 0,843 | 0,906 | 0,994 | 1,000 


Die Anwendung der Formeln (27) mége am Beispiel einer 
quadratischen Druckflache in der Mitte einer quadratischen 
Platte gezeigt werden (Abb. 3). Mit k = 1, b/a = 1,é/a =O 
und d=s y2 geht der Ausdruck (27) fiir die Momentensumme 


iiber in 


ee ge eae (21m a8 | 1,0976) (29) 


4x US 


wahrend die Momentendifferenz m,—- my naturgemaB ver- 
schwindet. Da die Unsicherheit der vorstehenden Formel 
selbst bei gleichférmiger Lastverteilung iiber die Platte 
(s =a) in praktisch ertraglichen Grenzen bleibt, zeigt die 


Abb. 3. Quadratische Platte mit folgende Zusammenstellun 
quadratischer Lastfliche in der Mitte. 6 Ae 5 


Tabelle 3. Spannungsmomente my = my in der Mitte der Platte nach Abb. 3,v = 0,3. 


a eR SE a a he 
s/a | | 0,1 | 0,2 | 0,4 | 0,6 0,8 | 1,0 | Faktor 


Naherungsformel (29) 


0,2841 0,2124 
Strenge Lésung 1 


0,284 0,214 


P 
Iz 


0,141 0,099 0,070 0,048 


0,1407 | 0,0987 | 0,0690 | 0,0459 


6. Der freiaufliegende Plattenstreifen. Die betreffende Lisung ist als Grenzfall bereits in 
den Formeln (27) enthalten, doch mége sie im folgenden direkt aus den Nadaischen Momenten- 
ausdriicken hergeleitet werden. Verteilt sich die Last P gleichférmig auf eine Kreisflache mit 
dem Mittelpunkt in x = & y = 0 (Abb. 4) und ist ¢ der Halbmesser des Kreises, so sind die 
Spannungsmomente in Kreismitte durch 


1+ »)P Oe 
ee 21n S LJ}, 
c 


| (30) 


(1—v)P 
4 


gegeben®. Die Beriicksichtigung der Relation (21) sowie der zusidtzlichen Momentendifferenz 
(22) fiihrt zu den Biegemomenten 


(1-4 )P hasnt 
My + My = 2' In aa = a oO 


mM, — My = 


(31) 
1—v)P 
my — my =4 as (Tae). | 


die nunmehr fiir die Mitte x = &, y = 0 der rechteckigen Druckfliache gelten. 


* Nach S. Timoshenko, Theory of plates and shells, S. 155 
a Vell Ai Nader, eral Shosee , 
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Zum Vergleich sei die strenge Losung fiir den gleichen Belastungsfall herangezogen, die 
unter der Annahme € = a/2 die nimlichen Biegemomente in der 
Ferm! 


pt P $2. a 
My, + my ee ee ne, 


3 


n 
n=1 
Fae x (32) 
—y si 
TL LI aac Ss lia. (15m at) e- 847] anne 


Jiefert, sofern o = s/2a und t = t/2a gesetzt wird. Die Genauig- 
keit der Naherungsmethode kann nach den in der Tabelle 4 zu- 
‘sammengestellten Ergebnissen einer numerischen Auswertung beider 


Formelgruppen beurteilt werden. Abb. 4. Plattenstreifen im 
Koordinatensystem. 


Tabelle 4. Spannungsmomente in der Mitte der Lastfliche nach Abb. 4, &/a = 0,5,» = 0,3. 


Oe ttlech she 1 08 0,2 Vot 0 CF ho oeisen 
astflache ae O1 101 16 Gol RGs2 0,5. 0.5 eleO Haktor 


a : mx | 0,339 | 0,276 | 0.367 | 0,422 | 0,297 | 0,257 | 0,163 | 0,129 
eeherungsformel (31) my | 0,273 | 0,241 | 0,367 | 0,311 | 0,220 | 0.202| 0,107} 0.129| ? 
F mz | 0,339 | 0,276 | 0,367 | 0,422 | 0,296 | 0,257] 0,161 | 0,121 
me ee Lesung (32) my | 0,273 | 0,241 | 0,367 | 0,311 | 0,221 | 0,202 | 0,109 0,121] 


Bei exzentrischer Stellung der Last (€ = a/2) sind die Spannungsmomente in der Mitte der 
Lastflache nicht mehr die absolut gréBten Plattenmomente, was natiirlich auch fiir die recht- 
eckige Platte gilt. Der relative Unterschied dieser beiden Momente ist sicherlich umso kleiner, 
je naher die Last zu der Mitte des Plattenstreifens riickt und je 
gréBer die Lastkonzentration ist, doch kann hier auf diese Frage 
nicht weiter eingegangen werden. 


7. Die zentrisch belastete gleichseitige Dreieckplatte, Alle 
drei Rander der in Abb. 5 dargestellten Platte seien gelenkig ge- 
lagert. Eine strenge Behandlung des dargestellten Belastungs- 
falles wiirde sich recht weitlaufig gestalten; handelt es sich aber 
nur um die Bestimmung der gréBten, in der Plattenmitte auf- 
tretenden, Spannungsmomente, so fiihrt die im Abschnitt 4 
entwickelte Methode rasch und mit praktisch vollig ausreichender 
Genauigkeit zum Ziele. 

Verteilt sich die Last P zunachst gleichférmig auf eine zen- 


b 4 F a 4 Abb. 5. Gleichseitige Dreiecksplatte 
‘trische Kreisflache vom Halbmesser c, so gilt fiir die Spannungs- mit rechteckiger Lastfliche 


: ; o in der Mitte. 
momente in Kreismitte der Ausdruck?2 


ipa ee — (in —_ 0,474) (33) 


Ersetzt man wiederum c durch den Ausdruck (21) und beachtet noch die Momentendifferenz 
(22), so erhalt man fiir die Momente in der Mitte der rechteckigen Druckflache die Beziehungen 


1+»)P 2a ae 
, m,-+ my = +9) (210% °4 1,052) ,| 


(34) 
(1 —»)P 
ee a? | 


womit die Aufgabe bereits gelést ist. Die von dem Seitenverhaltnis der Druckflache abhangigen 
| Hilfswerte gy und y sind der Tabelle 1 zu entnehmen. 


8. SchluBbemerkungen. Das in der vorliegenden Arbeit entwickelte Verfahren erlaubt es, 
von der Spannungsverteilung in der Umgebung einer Punktlast auf die Spannungsmomente im 


1 Vgl. S. Timoshenko, Theory of plates and shells, 5. 173. 
2 Vel. S. Woinowsky-Krieger, Ing.-Arch. 4 (1933), 5. 260. 
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Schwerpunkt einer rechteckigen Druckflache der Last zu schlieBen, dessen Lage mit der Stel- 
lung der Punktlast zusammenfallt. Die Genauigkeit des Verfahrens ist fiir die Zwecke der Plat- 
tenbemessung vollig ausreichend und in der Regel umso besser, je starker die Last konzentriert 
ist, je schlechter also die Reihenausdriicke der zugehérigen strengen Lésung konvergieren. 
Selbstverstandlich kann das neue Verfahren nicht die Methode der EinfluBflachen ersetzen, 
es erscheint aber mehr geeignet als diese letatere fiir den speziellen, hier beabsichtigten Zweck. 
Denn selbst wenn die EinfluBflaichen fiir die beiden in Frage kommenden Spannungsmomente 


m, und my bereits vorliegen, wird ihre Auswertung mindestens ebensoviel Zeit beanspruchen | 


wie die Auswertung einer logarithmischen und einer zweiten, noch einfacheren, Formel. 


Das Verfahren setzt eine gleichférmige (allgemeiner — eine jedenfalls vorgegebene) Vertei- | 


lung der Last auf eine Druckflache voraus, innerhalb der sich die Platte véllig frei deformieren 


kann. Diese Voraussetzung ist in der Praxis nicht immer erfiillt, so z. B. nicht bei einer recht- | 


eckigen Saule in biegungsfester Verbindung mit der Platte, insbesondere auch nicht bei dem 
Saulenkopf einer Pilzdecke. Mit der in solchen Fallen auftretenden, mehr oder minder voll- 
kommenen Einspannung der Platte in einer rechteckigen Saulenkontur gestaltet sich das 
gesamte Biegungsproblem erheblich komplizierter und ist nicht mehr auf dem vorhin be- 
schrittenen Wege einer befriedigenden Lésung zuzufiihren. 


(Eingegangen am 1]. Januar 1953.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. S. Woinowsky-Krieger, Quebec, P. Q. (Canada), 
200 av. Marguerite Bourgeoys. Apt. 8. 
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Beitrag zur Anwendung der Tensorrechnung auf die Theorie der Schalen. 


Von J. Krettner, 


1, Einleitung. In einer ersten Mitteilung 1 hat der Verfasser mit Hilfe der Tensorrechnung 
die allgemeinen Grundformeln der Elastostatik fiir die schiefwinklige Platte entwickelt. In 
vorliegender Arbeit sollen die Betrachtungen auf die Theorie der Schalen erweitert werden 2. 
Die VerformungsgréBen der Schalenmittelflache wie der Schale selbst werden wieder, ohne 
die ttbliche Betrachtung am Elementarkérper, allein mit den Mitteln der Tensorrechnung 
hergeleitet und der Verzerrungs- und Deformationstensor der Schale aufgestellt. Auf den Fall 
der orthogonalen Deformation wurde seiner Bedeutung wegen jeweils besonders eingegangen. 
Das angefiihrte Beispiel der Zylinderschale soll den Vorteil des angewandten Verfahrens zeigen. 


2. Die unverformte Schalenmittelfliche. Die Mittelflache einer Schale sei in vektorieller 
Schreibweise durch r = r (ul, u”) gegeben. Die beiden Parameter u1, u? sind dabei die krumm- 
linigen Koordinaten auf der Flache mit den Tangentenvektoren ry, = d¢/du! = 1, (u}, u2) und 
Y, = dr/du® = x, (ut, u?). Der normierte Einheitsvektor im Flachenpunkt P (ut, u2) ist dann 
durch mt = 1,X Y,/|t)X t,| = n(ul, u2) gegeben. Durch Hinzunahme des dritten Vektors 
ts; = (ul, u*) ist die zweidimensionale tangentielle lokale Basis 1,, 1, der Flache zu einer drei- 
dimensionalen lokalen raumlichen Basis erweitert worden, auf die man jeden dem Flachenpunkt) 
P(u', u*) zugeordneten Vektor beziehen kann. Man hat somit ein dem Flachenpunkt P (u}, u?) 
zugeordnetes raumliches Koordinatensystem (u!, u?, u3) mit den Einheitsvektoren 
vy a os 
pipes eiegene = * : 


gewonnen. Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform /°, = dr: dr = g;;, du‘ du* der 
Schalenmittelflache, also die kovarianten Mazahlen des Einheitstensors der Schalenmittel- 
flache sind dann 


qa = 


Sik =i Ue (i, k = 1, 2), 813 = 831 = 823 = 832 = 9; 833 = 1. (2) 
Setzt man g = 811° So — B29, 80 ist Vg = |v, X to| = (ty, 1.1). Fir die Koeffizienten der zweiten 
Fundamentalform [, = — dr: dn = L;, du‘ du* ist Lj, =— Nyt, =N-tix, wenn dr;/du* 


=t;, gesetzt wird, und L;, = L, = 0 fiir i = 1, 2. Die skalaren Produkte n; “Me = Vik sind 
schlieBlich die Koeffizienten der dritten Fundamentalform I’; = di - dn = »;;, du’ du®, Bildet 
man nun zu dieser raumlichen krummlinigen Basis 1, 2, tt die reziproke Basis 

Deets 
(ty Vy 11) 


toot ees oe 
= —, Y=, r= 
(carte tt) (Gt, 10) 
Fosst tr = g** (i, k = 1, 2) und g?? eo 0 = 1, 2) und g3? = 1. Zwischen den kova- 
rianten und kontravarianten Basisvektoren v;, und r* besteht die Beziehung 1% = gpn t” bzw. 
re = gkny,. Damit ergibt sich fiir die kontravarianten MaBzahlen des Einheitstensors der 


Schalenmittelflache 


ah te 


yl 


1 1 th eee) ee 1S go p8h = 0 (= 1,2). oe = 1. 3 
ears Sra ets Betis Beamer biz? 18 g (i ) et (3) 


Setzt man noch LE — —rf,-tr*, so erhalt man fiir die Koeffizienten der zweiten Fundamental- 


form die Beziehung 


Lg =n = — Bin te OY = Sen | 

bzw. (4) 
Pee ee ee? itt gh Ly) mit LE = Li, = 0(k 1,2). | 

Da tt: =— L,, * bzw. m, = — Lh 1t, ist, ergibt sich ferner fiir den Zusammenhang der Koeffi- 


zienten der zweiten und dritten Fundamentalform der Schalenmittelflache rj, = 1; ° lk = 


1 J. Krettner: Ing.-Arch. 21 (1953) S, 112—118. 
2 Vel. auch W. Zerna: Ing.-Arch. 17 (1949) S. 149 u, 223. 
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L., L®. Ist das Koordinatensystem auf der Mittelflache der Schale insbesondere or tho go - 

ne lin 22 J $3 "1 and 
nal, so ist noch g1. = Sy = 0, also g = 81; Bo und damit g!! = 1/g,,, g?® = 1/8, g*° = 1 un 
giz — gl — 0, Ferner wird in diesem Falle 1, = gy a Bos ot ae ae 


1 
==, = oa ees (5) 


3, Die verformte Schalenmittelfliche. Der bei einer Verformung zuriickgelegte Weg eines 
Punktes der Schalenmittelflache sei durch den Verschiebungsvektor ) = p(ut, u?, u®) gegeben. 
Die vektorielle Gleichung der verformten Mittelflache ist somit Y =r +. Die Tangenten- 
vektoren der verformten Mittelfliche sind dann durch 1; = 1; + 0 (t == 1,2) gegeben. Damit 
ist der normierte Einheitsvektor ft durch 1, = 1 = T,X T,/|T¥,X T,| festgelegt. Die Metrik der 
verformten Schalenmittelflache wird 2;, =T;°T, = Sik +Y%i° Uk +1 ° 0; +0; ° Db, is = 
83; = 0, B33 = 1. Bei Vernachlassigung aller von héherer Ordnung kleinen GroBen wird 8ik = 
Sik +t; ° Oe + - 0;(i,k = 1,2) und man erhalt fiir die Determinante B= 8 Be — Bn = 
e+ 2 giy(ty * Dy) + 2 Boo (ty: 01) — 2810(t1 * D2 + 1, ° 01). Da nun y = 8,1" iu ergibt sich durch 

= ; pent : 
Einsetzen und Zusammenfassen g = g [1 + 2(r’- b;)] und ee = Fa [1 — (r*- 0;)]. Es 
& 
ist ty) = Ve(r?x 1) und y, = g(r! m1), also wird 
z ae = [1 XY, + 1X Dy — T,X Dy + D1 X V9] 
Vg Vg 
g 1 
2 Us n + (x2 x 1)x b, — (tx 11) x by +— (DX B,)]]- 
Vg Vg 
Wendet man auf die dreifachen Vektorprodukte den Entwicklungssatz der Vektorrechnung an, 
und werden die von héherer Ordnung kleinen Glieder wieder vernachlassigt, so erhalt man 
schlieBlich 


n= ([l—r- bo] [t+ (+b) n— (n-d,) fF] =n —(n-d) =n +h, (6) 
wobei Ip = — (1: b;) r? = — (n- b,) gé* x, = w* ry, gesetzt wurde. 
Ist das Koordinatensystem auf der Mittelflache der Schale orthogonal, so ist 
& = B11 Bo +2 81 (to* Vo) + 2859 (t,-0,) und die Koeffizienten des Vektors tp sind durch 
wh = — (m1 - 0y)/gi13 w® = — (tt - Dy)/B9 gegeben. 


4, Die unverformte Schale. Die Punkte der Schale sollen durch ihren Abstand u? von der 
Mittelflache der Schale auf der jeweiligen Normalen zur Mittelflache festgelegt werden. Ist also 
P(u', u*) ein Punkt der Schalenmittelflache und P(u1, u?, u*) ein Punkt der Schale auf der 
Normalen in P(u1, u*) zur Mittelflache, so kann der zum Schalenpunkt P(u1,u?, u*) fiihrende 
Ortsvektor in der Form y = r + u® nt angegeben werden. Die Tangentenvektoren im Schalen- 
punkt P(u!, u*, u’) sind 4; = dr/du' =r; + un; (i = 1,2) und ty, =n. Bezeichnet man das 
skalare Produkt der Tangentenvektoren 7; und 1, mit n;,, so ergibt sich fiir die Metrik auf der 
unverformten Schale 


Nik = Sir — 2 Lz, u® + y;,(u5)? (i, k = 1, 2), ) 
Rijs = gy = %; = 1 t= 00 = 1) 2) unding —1,- tt oe 


(7) 


Der vektorielle Abstand zweier benachbarter Punkte der Schale ist durch dy = 7; du’ und sein 
Quadrat durch (dy)? = n,, du’ du* gegeben. Damit ist die Metrik der Schale durch die Metrik 
der Mittelflache der Schale ausgedriickt. 


5. Die verformte Schale. Die Verformung der Schale soll so sein, daB® die mitverformten 
Normalen auch nach der Verformung gerade und senkrecht zur verformten Mittelflache stehen. 
Der Ortsvektor { nach einem Punkt der verformten Schale kann dann bei der Annahme, da8R 
die Anderung von u’ von héherer Ordnung.klein ist, in der Form ¥ =f + uj angesetzt wer- 
den. Die Tangentenvektoren der verformten Schale sind somit Yi =; + un; (¢ = 1, 2) und 


Y3 =. Bezeichnen wir mit 7;; die metrischen FundamentalgréBen der verformten Schale, 
so ist 


Nik =i “ie = gik — oar us + 7, (u5)?, | (8) 
Nig =Ns; =%3'ti =i Ts; = 0, Taga 0, = ; 
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Dabei besteht folgender Zusammenhan 
'Schale und der Mittelflache der Schale: 
Bik =Ti'T. = Bin +ti° de +t: 0;, 
Lin = — Tit, = Li, — Yj ° We — tte 0; = Ly, — ty - tox + L8(ty - d,), (9) 
Vie = Ty Me = Vn — LP(t, + ton) — LA (xn - 10;). | 
Der vektorielle Abstand zweier benachbarter Punkte der verformten Schale ist durch dt =f, du 
gegeben, das Quadrat des Abstandes ist somit (dr)? = n;, du* du*. 


g zwischen den Fundamentalgréfen der verformten 


6. Der Verschiebungsvektor eines Schalenpunktes, Der Verschiebungsvektor » eines Punk- 
tes der Mittelflache der Schale sei in bezug auf das krummlinige Koordinatensystem 1, Yq, 1t in 
der Form ) = v' 1, + v? 1, + vn gegeben. Durch die Verschiebung des Punktes 1 = r(ut, u?) 
der Mittelflache der Schale in den Punkt tT =r +b der verformten Mittelflache geht der 
Schalenpunkt ¢=r-+u'r in den Punkt ry =f + un der verformten Schale iiber. Da 
im =n +f) ist, wird r=—1+bd+u3(n +m) =7¢+b-+u%tp. Die Verschiebung 6’ des 
Schalenpunktes 7 ist also durch den Vektor 

bo =b+ up = b — us (1 : b;) r= [vt — u3 (11 - D;) o°? | ty 
dvr 


gegeben. Ks ist ; = oar + v"r,; und dan-r, — 0 bzw. 1 fir n = 1,2 bzw. n = 3, sowie 
n-t; = 0 ist, ergibt sich fiir den Verschiebungsvektor 
f 3 
Yee [e* eae oa +o Ins) | th = % ths (10) 


Die Komponenten des Verschiebungsvektors )’ des Schalenpunktes x sind also durch jene des 

' auf der gleichen Normalen liegenden Punktes y = r(u4, u?) der Mittelflache ausgedriickt. 
Bezieht man den Verschiebungsvektor noch auf das System der Einheitsvektoren e, des 

krummlinigen Systems, setzt also ) = 6* e,, so gilt zunachst die Beziehung 5* = |1,| v*, und 

man erhalt 

08 on 


aut * Teal Tn) te a] ev 


Y= ok ec, = [a v8 ( 


Fiir die Komponenten des Verschiebungsvektors des Schalenpunktes ergeben sich damit die 


Werte 


ov gn ; : 
a Ee il 3 ess oil 
o'=% u (a Sy Eni)inlg , 
ss 00? gn : 4 (11) 
12. x2 3 i2 
ry) D u (as al Eni) tal g A 
v2 =0. 


| Man erkennt, daB der Zuwachs linear in u? ist und 6? = 6% von u? nicht abhangt, also 003/du? =0 


ist. 


Ist das Koordinatensystem auf der Schalenmittelfliche orthogonal, so ist auch 
>. = £1 = gi2 — g?l — 0 und man erhilt fiir die Koeffizienten des Verschiebungsvektors in 


diesem Falle die Werte 
008 pi 1 
Te eps (a, l = Lat) <j i 


Gute We [z,| 

av8 d; 1 (12) 
=) ain? 8 2 ; 
Ti) u (au; rey Poe) ? 
os = 6. 


) 7. Der Verzerrungstensor der Schalenmittelflache. Durch die infinitesimale Deformation 
| geht der Flachenpunkt P(u', u®) der Mittelflache der Schale in den Punkt P(u4, u*) der ver- 
-formten Mittelflache iiber. Fiir den vektoriellen Abstand zweier benachbarter Punkte der ver- 
formten Mittelflache ergibt sich 

dt = dy + dv = dy + 0, dui = dr + dr: (r' ;) = dt +dr-%, 
—yip; der Verzerrungstensor der Mittelflache bezeichnet wird. Wird nun 


wenn mit & (e +e: %). Der Abstand selbst ist dann durch den ab- 


dy = |dr| e gesetzt, so wird dt = |dx| 
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soluten Betrag 
\dt| = |dr| Y(e Fe: B)? = |dr| (1 +e: (e B)) 
gegeben. Damit wird die Verzerrung é in Richtung e gleich 
\dé|—|dr] _ |e] 


& = ae] 1 =e (8). (13) 


Bekanntlich erhalt man nun durch Hinzunahme des konjugierten Tensors B =p; r? den 


1 — 
Tensor der reinen Deformation! der Mittelflache durch D =p ie + %) = | 
4 (x? D; + D; we 
Skalare Multiplikation mit dem Vektor r, ergibt den Vektor 
an 1 : 
speek 2D) = Gs -B+r, + %) =e + (x, - 0;) t’]. 
Nochmalige skalare Multiplikation mit dem Vektor r, gibt die skalare GriBe 
1 
Dog = Ve * (tc * ®) = to Do) + (To * Dp)], 
die fir 0 =6 11.) 1 0 wubergent: 
Die Dehnung in Richtung e, ist also durch 


1 t,°(t, : 2) =; 


Nias 


Eco =X, ° (€n 7 L) 


gegeben. 
Die Winkelausweitung der beiden Vektoren t, und r, erhalt man mittels der Formel 


— Yeo = Fal fg 2 Pee — Bee (Tee + Tele) 


die im Falle orthogonaler krummliniger Koordinaten auf der Mittelflache sich zu 


“Se Ds 
* [tol [tol 


Yo 


vereinfacht. 
Setzt man den Verschiebungsvektor , auf das krummlinige System bezogen, in der Form 
b = v* y, an, so ist 


Ovk 
koe De = Faq Ska + vk (Gi ‘ tee) (k= Ne 2, 3); 


und man erhalt fiir den Ausdruck D,,, wenn man noch die Christoffelsymbole 54. =o * kg | 
einfiithrt, den Wert 


k 
eo = a; Sok + —— gon + 0" (Dons +L ano) — 208 Loo 


und fiir 0 =o 


Auk 
Der = 5.5 Bho + vk Voto — v8 dee 


Bezieht man den Verschiebungsvektor ) auf die Einheitsvektoren e, des krummlinigen | 
Systems, so ist O* = |x,| v*, und man erhalt 


1 | dak Ook pk i 
2D55 = ial [due St due Bro] + [tpl [Tone + Poke — fae Pate — fils Pane] 25° Lyo,| : 
_ 1 [ dak ok Sko a (a 
oa [va | iz te, . |x| [Po I]? Tobe Pee | 


Im Falle orthogonaler krummliniger Koordinaten ergeben sich die einfacheren Ausdriicke 


on 00° due ok Te ye 
2 Doe =\\'0| ae te aliage Ir, (Pore + Loic) ra Poco mal Po00 29° Lee-| 
a. re : (15) 
Die: [to] due [vx Poko — FP aos — 8 bee | 


1 Vel. F. Ollendorf: Die Welt der Vektoren, S. 208. Wien, 1950. 
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8. DerVerzerrungstensor der Schale. Durch die infinitesimale Verschiebung geht der 
Schalenpunkt ¢=rt +u*tin den Punkt ¢ =f + uf der verformten Schale tiber. Fir den 
vektoriellen Abstand zweier benachbarter Punkte der verformten Schale erhalt man 


dg = dt + u8 di +7 du’ = dr + db + u3 (dn + dtp) + 1 du? + fo du’, 
Nun ist dy = dy + u3 dn +n du, also dy = dy + dv + u? dy + tp du® oder dy = b; dui + 


us ty; dut + ty du’. Da dy = 4; du’, also y'- dy = dut ist, wobei die x‘ die reziproken Vektoren 


der 7; sind, erhalt man schlieBlich 
dt = dy -[p' 0; + u x to; + 23 40] . 
Setzt man ¥ = 7’ b;, W =r! ty; und dy = |dy] ¢, so wird 
dy =dy-[e +e-BVture- W + (3 ww) - e] 


und damit der absolute Betrag 


a Le eee ee ; a 2 i +e-(e-: B) 
|dz| = [dz] - V1 +2e-(e-B)+us2e- eB) ERE -e GPa) =a wee |. 


are eat? tp))] 


| Die Dehnung in Richtung ¢ ist somit 


(Gl —lde) |e 
: |dz| |dz| 

Dabei ist O = BY + u? W + 2x ty der Tensor der Verzerrung der Schale. 
Wie im Falle der Schalenmittelflache erhalt man durch Hinzunahme des konjugierten Ten- 


sors @=—BV+uwvwWi+ wr den Tensor © der reinen Deformation der 
Schale zu 


DY =F (© 4G) =5 [V4 B4+w(G+B+Pw +e). (16) 


ae Cee e)). 


Die Komponenten des Tensors sind also 


, 1 r 1 is 
faa = Ca * (@x* D’) = Fe (to * bo “D) = op Doo > 


1 i Lee, ea) 
— Yeo = eal 2 Dats neo (iE Doo +438 Pee) 
Ist das Koordinatensystem auf der Schale selbst noch orthogonal, ist also ny, = 0, fiir 9 Ao, 
so vereinfacht sich y,, Zu — po = one 2 Dig. Dabei ist 


: 2 Dig =To* Do. + 2p ° Vy + U8 (Lo * We +8 + Wo) + (Lo + 9) {Eo +1) + (Le * £°) (Lo: tv), | (18) 


Wot - is 1 u* £5 ° Ws 4- (to--2*) (Lo * WW) - J 
mete Ov? 
Da nun jp = — (rn - 0,) g'* t, ist, wird m- to = — (1- 0,) gi? = — (1- Ds) ae erie o! und 
somit 1.°i0 +n: wm, =0(k =1, 2). Ferner ist %-w = w g:,(i, k = 1, 2) und w? = 0, also 
auch tt: fv, = 0. Die obigen Formeln ergeben somit 


Diy = %1° 0, + u* ty: 10, | 
Do, =," 0, 4- we We, ( (19) 
D3 = 13°03 + u? fy - tos + 23° 0 = (1 Vs) + w* (11 - Ws) + (t+ $0) = 0. | 


Mit D3, = 0 ist aber auch £33 = 0, d.h. die Dehnung der Schale in Richtung der Normalen ist 
Null. Ferner wird 


2 Dig =%1° Vo +E_° 0, fw (ty WW. — ty ° 11) = 2 Da, | 
2 Dis = 5°01 +21° 03 +4? (fg° 11 +%1° Ws) +U1° 
=n: d, + uF (-w, +1): 0) +4,°f =1- 0, +8, 10! + gin w® = 2 Dai, | (20) 
2 Dos = Tq* DV. +Ye° Vs + u* (Lg ° 2 + Le ° 1s) + te ° : ; ; | 
=~ b, + ue (t-te, + 1,1) +t = 1D, + 8g 1 Se @ = 2 D3. 
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Ist das Koordinatensystem auf der Mittelflache der Schale or tho g onal, so wird 


2 Dis =1- v, +8 1 = 1- dy — gu(t- d,) g4¥ = 0, | (21) 
2 Dyg = 1+ Dy + Bop 10? = 11» Dy — Sop (Mt - b,) g*? = 0, also yis = Y2s 239) 
es tritt somit keine Winkelanderung zwischen Normale und Parallele zur Mittelflache ein. 

Im Falle eines krummlinigen, aber orthogonalen Koordinatensystems auf der Schalen- 
mittelflache werden also drei der sechs Deformationskomponenten Null, die iibrigen drei be- 
stimmen somit einen ebenen Deformationszustand. 

Ist das Koordinatensystem auf der Schale auch orthogonal, so folgt aus (dz)? = | 
n;, du’ du*, daB ny, =U; ° Ue = Bix — 2 Liu? + y;,(u®)? =0(t Ak) sein muB, was neben 
gin auch L;, = Ly; = 0 und »;, = %; = 0 ergibt. 

In diesem Falle sind also alle L,, und »;, und damit auch alle L* fiir i Ak gleich Null. Da- 
mit wird 

Wy =—Lyt=—Ly, 2 =—Lyv=— by, 

t= tut =(l—wLi)y, 2=r +n, = (1— wv 13) ry, 

Dy, = (1 — w8 Lh) (ty 0, + wy: ty), | 

Dy. = (1 — u® L3) (1, - D, + uP Y, We), (22) 
2 Dip = (1 — u8 L}) (ty - b, + uF ty + HH.) + (1 — uP D8) (x, - Dy + u? tp * ty,). | 


9. Anwendung auf die Zylinderschale. Zeigt die Achse des Zylinders in Richtung der 
x3-Achse, so ist die Mittelflache der Zylinderschale in Parameterform gegeben durch 


RY == 6 608 0, x — Osi Geka, 
Sind i, j, f die Einheitsvektoren des zugrunde gelegten rechtwinkligen Systems, so erhalt man 
fiir den zu einem Punkt P der Schalenmittelflache fiihrenden Ortsvektor 
r= xli +a?j+23f =(acosy)i+(asing)j +f. 
Die Tangentenvektoren sind r; = 1, = a(— sini + cosq@j) und r, =r, = f, der normierte 
Einheitsvektor im Flachenpunkt ist n = cos yi + sing j. Die Ausdriicke (2) und (3) ergeben 
im Falle der Zylinderschale 


Sr =, go=l, gsg9=—1, Sie = S21 = Sis = S31 = 83 = 832 = 9, 

gil = 1la2, g? = g = 1, gi® = g2l — gl — gil — 9% _ 32 _ 0). 
Daraus folgt, daB das Koordinatensystem auf der Mittelflache der Schale orthogonal ist. Nach 
(4) ist 


Ly = — x yp Ly, Ly» Tig To) 0, 
bp aes [ea bed a 


also ist auch das Koordinatensystem auf der Schale selbst orthogonal. Bildet man nun die Ab- 
leitungen der Basisvektoren 


, o . 7 Uy, 
Typ = — EN, Vig = Tq1 = Top = Vog = Ugg = 9, Tg = Ty ae 


) 
all M4 
(= fie eat hy eee c Y31 th 


so erhalt man fiir die Verschiebungskomponenten des Schalenpunktes nach (12) 


3 a 00? \ u3 On 
VA ae | <1 =; a U =3, = 
1) (0 lee eS oY” — 73. 
Da 
dv} Ov? dv? 
hee al a al ; ; 2 
= Oui ee) our 2 a dui 3 bern: +1; +0 1, 
also 
3 ou? O73 
gto 19) = — ol =— . = —— 
1 = oul 9 Tl Dy Aue 


. ° id y 
ist, wird mit 7, = (1 + = tt Und ea 


; mi u3 ov 2 One 
iby 30h, Se a(1 ta (aut +0) und 5 =10, =F: 
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Mit t) = — (tt: b,) r*, also 
0708 dot 008 278 
Oy, == [Se ae il Y “1 on 
und : (a. du ) : +(aa ss jn du du? e 
0203 
LON a aa te 
Ou22 
erhalt man ferner : 
whee u®\ / 0203 da 0293 
. ) 5 
uy w, (1 -| =e za} s to . 1, are a ; 


Damit driicken sich die Deformationskompone 
_D: . nten der Schale dure i shi ge ; 
Mittelflache der Schale nach (17) u. (18) ealecntieid tek ie : ed ee 


, ] pl 3 U 
an = &% _ 4 0 : 1 aE u 0273 
a Ou atu a(a + u3) dui? ” 
, ov? 298 
fo2 = & = = us 
Ou? ou22  ? 
” srs ea + u> got 1 Ov? uP es, Ua a\weOs oF 
(Qa 5 | 3 7% a 
a Ou? ut+u? dul a |! fa us ) Ou! du? 


—— 


aif ae a) aan —« . . . 
Setzt eae ii v, 0 =U und >? = w, so stimmen die Ergebnisse mit denen z. B. von Girk- 
mann auf die iibliche Weise hergeleiteten Beziehungen iiberein. Fiir u? = 0 erhalt man ferner 
unmittelbar die Deformationskomponenten der Mittelfliche der Schale: 


IG (00% + O02 
) E11 = Ep Baio ae 0°). Eo, = Es 55 , 
. 
; dv 1 00? 
— Mie Vox — du2 a du 


Entwickelt und ordnet man nach Potenzen von u3/a, so erhalt man bei Beriicksichtigung der 
quadratischen Glieder 


y u? /u3 2 
Ep =L, + My + Ne (F) P) 


3 3\2 
va - Uu u 
6=1,+M+N.(Z): 


, ue u?\2 
= =4A~ Br +e(7), 


wobei die GréBen 


Ov? 0208 ‘ 
L, ‘Cute M, = a No. 
I vex 001 ees 020 3 0208 
Ly = 7 (0+ aa): e=— 5 (0 +50) Ny == (8 +50): 
ee he retna eelig B Oo el oe 0708 Teco: 008 
~ Ouz a oul’ ~ due | a dwt | ~ duidu?’ ~ a Oui du! du? 


bis auf die Bezeichnung mit denen von Hencky” angegebenen tibereinstimmen. 
In einer folgenden Arbeit soll auf einige Sonderfalle der Schalentheorie eingegangen werden. 


(Eingegangen am 16, Februar 1953.) 


Anschrift des Verfassers: Dr. J. Kretiner, Minchen 13, GentzstraBe 5. 


1 K. Girkmann, Flachentragwerke, S$. 388 und 329, Wien 1948. 
2 H. Hencky, Neuere Verfahren der Festigkeitslehre, Miinchen 1951. 
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Berechnung der spezifischen inneren Oberfliche poréser Korper. 
Von A, Dahme. 


1. Einleitung. Weidenhammer! und Matz? berechneten die diuBere Oberflache eines 
kérnigen Gutes fiir richtungsisotrope Kérner und fir diejenige spezielle Verteilungsfunktion 
des Korndurchmessers, die sich aus den empirisch gefundenen Siebdurchgangskurven von 
Rosin- Rammler? ergibt. In der folgenden Arbeit soll das umgekehrte Problem behandelt wers 
den, die Berechnung der inneren Oberflache eines porésen Kérpers. Diese Oberflache ist bei 
vielen physikalischen und chemisch-technischen Vorgangen, z. =B. fiir Adsorptionseigenschaften, 
katalytische Wirkungen, Reaktionsvermégen usw., ein wichtiger Parameter. Selbstverstand.- 
lich 14Bt sich auch dieses Problem nicht in voller Allgemeinheit behandeln; vielmehr miissen 
gewisse Annahmen iiber die Form der Poren und die Art der Verteilungsfunktion gemacht 
werden. 


2. Kugelporen, Es sei zunaichst angenommen, daf die Poren richtungsisotrop sind, so da 
die Kugel eine brauchbare Naherung darstellt. Ist f(x) die Verteilungsfunktion fiir die Poren- 
durchmesser (Abb. 1), so gilt fiir die Zah] dn der Poren, die einen Durchmesser zwischen x und 
~ + dx haben 

dn = ny f(x) dx, (1) 
wobei n, die Gesamtzahl der vorhandenen Poren ist. 


Oberflache und Volumen der auf den Streifen 
1a) zwischen den Ordinaten x und x + dx ent- 
fallenden Kugelporen sind gegeben durch 


dOi== 770 dn = newt x(a dxe (2a) 
dV — oa x? dn = Ny x f(x) dx. (2b) 


Um die gesamte Porenoberflache O und das ge- 
samte Porenvolumen V zu erhalten, muB iiber 
a Pad ea = PE alle Werte von x integriert werden. Der Zu- 
sammenhang zwischen der analytischen Form 
der Verteilungsfunktion und den praktisch ge- 
gebenen Verhaltnissen wird dariiber entscheiden, ob die untere Grenze Null sein kann oder ob 
ein fester kleinster Porendurchmesser %»;, als untere Grenze eingesetzt werden mu. Die obere 
Grenze kann wohl in jedem Falle bis zu x = oo erstreckt werden. Es sind daher 


8 


Abb, 1. Porenverteilungskurve. 


O = nox f a*f(x) dx, (3a) 
Viz ng f x8 f(a) dx. (3b) 


Die Gesamtzah] der Poren ny ist im allgemeinen unbekannt. Jedoch ]4Bt sich das Porenvolu- 
men V in fast allen Fallen bequem messen, etwa durch die Bestimmung der scheinbaren 
Dichte 9’ = G/V, und der wahren Dichte @ = G,/(V,— V). Hierin bezeichnet V,) das Gesamt- 
volumen des Kérpers und G, sein Gewicht. Fir die Porositat p (Verhaltnis Porenvolumen V 
zu Gesamtvolumen V,) gilt dann 


V Vi —V 0 ~—o oo — 0’ 
== Ss I = SY = ea 4 
es Vi oe 4 
und weiterhin 
V 
Vo= >?’ (5a) 
EF, Weidenhammer: TIZ-Zbl. 75 (1951) 133. 
> G. Matz: Ing.-Arch. 20 (1952) 19. 
3 


S. z. B. P. Rosin, E. Rammler, K. Sperling: Bericht C 52 des Reichskohlenrates 1933. 


empirisch gegebene Verteilungsfunktion 
durch einen analytischen Ausdruck an- gy 
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1 
P 


Aus (3a), (5b) und (3b) ergibt sich so die gesuchte spezifische innere Oberflache (Oberflache je 
Gewichtseinheit) zu 


G =e(Y—V) =9 —F Vv. (5b) 


( fle) eds 
O _ 6 P *min 6) 
Ce eol—p» : | 
. { f(x) x3 dx 


*min 


Die Porenverteilungskurve kann eine beliebige empirisch gegebene Funktion sein. Da jedoch 
dann fiir jeden Fall die Integration erneut durchgefiihrt werden muB, ist es vorteilhafter, die 


4 Summenhaufigkeitsorozent 


zunahern und die Integrale als Funktion — gg | 
der Parameter dieser analytischen Funk- all r 
tion zu berechnen. So braucht sich die i 
wiederkehrende Arbeit nur auf die Be- %/—}—4-——;— 
stimmung dieser Parameter zu beschran- % al 
ken. Im folgenden werden fiir zwei Ver- ee = : } 
| teilungsfunktionen die Rechnungen ex- et ead cee 1 i 
plizit durchgefiihrt: Fiir die Normalver- 
teilung erster und zweiter Artt. FCA ese ieee eee ae ee a 
a) Normalverteilung erster 4g K 
Art (Gaufsche Verteilung). In ve | | 
diesem Falle lautet der analytische Aus- a | 
druck fiir die Verteilungsfunktion a me Lvs | 
ream d ma 
1 mele \ares 
f(x) = s|an e @) » M | 
$s 7 
; ; 20 ; il 
M ist dabei der Medianwert (der hier mit | 
dem Mittelwert und dem haufigsten Wert Y-—-—~——1— 2 | | 
zusammenfa]]t), s die Streuung. Beide : 
Werte konnen ameinfachsten der Summen- 4 é = 
kurve (dargestellt als Gerade im Wahr- 2 
scheinlichkeitsnetz) entnommen werden. 1 (I 
M ist der Abszissenwert fiir die Summen- gs | a 
haufigkeit 50%, s = (*, — x1) (V2 7, wenn gz\—| eee | Le || sM=35% 
x, und x, die Abszissenwerte fiir die ns aH 
Summenhaufigkeit 89.5% und 10,5% sind Hi i re h Porendhrohmeser co 
(Abb. 2). Setzt man (7) in (6) ein, sub- “? & G2 25 W OF 0 av USS OS AD 10 Goeth 
eee %y ae: 
Daag Abb. 2. Summenkurve der Normalverteilung 1. Art, dargestellt im 
2 eM = é (8) linearen Wahrscheinlichkeitsnetz. 
yz 8 
und setzt 
2s 
T=% (9) 
so wird x = M(1 + aé), und man erhilt fiir die spezifische innere Oberflache 
Ore <6 H(a) 
_——— P ( : (10) 


G 0 1—p M 
wobei die Funktion H(a) den Quotienten 


Tee f2 
f+ ase" dé 

H(a) = == 7 (11) 
fl + aé)e —"dé 


1 Uber die Eigenschaften dieser Normalverteilungen s. z. B. H. Gebelein u. H.-J. Heite: Statistische 
Urteilsbildung, Berlin/Géttingen/Heidelberg 1951. 
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darstellt. Diese Funktion gilt es zu berechnen; dabei ist fiir die untere Grenze noch die folgende 
Uberlegung anzustellen. In der Ausgangsgleichung (6) wurde sie gleich xmin gesetzt, nach der 
(%min a M) 


s 


Substitution ist sie gegeben durch ig . Hier sei nun angenommen, daB die 
2 


empirisch ermittelte Porenverteilung auch zu kleinsten Werten hin durch die Gaufsche Ver- 
teilung erfiillt wird, so daB also %min = 0 gesetzt werden kann. Da jedoch fiir den Porendurch- 
messer Null in allen praktischen Fallen die Wahrscheinlichkeit verschwinden mu, kann die 
untere Grenze, ohne einen wesentlichen Fehler zu begehen, bis zu — oo erstreckt werden. 


4 H(a),L (a) 
10 4 
09 

08 
O7 
06 
OS Ha) 
OY 


O83 eo 


L(a) 


gor| 
0009 
0008 
G07 
(006 


0005 - 
G0b4 


G03 


0002 


a-\7e 
0,001, Ses ere ere a 


a GS 10 16 40 
Abb. 3. Die Funktionen H(a) und L(a). 


Die Funktion 146t sich nun elementar auswerten. Mit Hilfe der Rekursionsformel 


+ 0 +20 
—l 
[e e~*dx —” 5 fetes dx 


Sey — © 


und den expliziten Werten fir n = 0 und n = 1 


+00 +00 
| e-* dx =a | ie dee 0 
errechnet sich H(a) zu 
a2 
i (ay 3a LD (12) 


Diese Funktion ist in Abb. 3 graphisch dargestellt. 


b) Normalverteilung zweiter Art. Die praktische Auszéhlung der Poren- 
verteilungskurven ergab, daB in den wenigsten Fallen eine Normalverteilung erster Art vor- 
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liegt, daB jedoch in der groBen Mehrzahl aller untersuchten porésen Kérper die Porenvertei- 
lungskurve durch eine Normalverteilung zweiter Art, deren Fluchtpunkt im Nullpunkt liegt, 
gut wiedergegeben wird. Man erkennt 

diesen Sachverhalt leicht, wenn man aus | Summenhiurigkeitsprozent 
der gemessenen Porenverteilungskurve die ] ih 
Summenkurve bildet und die so aufberei- ”” | 

teten MeBSpunkte in ein logarithmisches 
Wahrscheinlichkeitsnetz eintragt. Sieliegen 
dann in den meisten Fallen auf einer Ge- 
raden. Tabelle 1 und Abb. 4 geben zur Er- 
lauterung die gemessenen Werte fiir die 
Porenverteilung eines Kokses wieder. 


t 
| 
+—+—+ 


Tabelle 1. Empirisch ermittelte Porenverteilungs- 
kurve eines Kokses. 


Porendurchmesser Summenkurve 
Porenzahl 


LEE absolut relativ 


<0,02 57 57 6.4% 
0,02—0,05 273 330 37,4% 
0,05—0,10 316 646 73,5% 
0,10—0,20 176 822 93,5% 
0,20—0,50 56 878 99,7% 

0,50 3 881 | 100 % 


Der analytische Ausdruck fiir diese Ver- 
teilung lautet 


__ [In (a/M)\3 
fevers (= (ran) 
i) 3 (13) 
s 2a Bs 

M und s sind wieder Medianwert (der jetzt a 
nicht mit haufigstem Wert und Mittelwert 405 - 
iibereinstimmt) und Streuung. Die relative %%7% Wa tae AO Re. a3 Of osnma7 
Streuung s/M kann unmittelbar der Sum- y M 2) 


menkurve entnommen werden. Sie ist Abb. 4. Summenkurve fiir die Porenverteilung eines Kokses 
(Normalverteilung 2. Art), dargestellt im logarithmischen 
(14) Wahrscheinlichkeitsnetz. 


eo eg 2 
ae log ie 
wobei x, und x, diejenigen Abszissenwerte sind, die zu den Ordinaten 87,5% und 12,5% ge- 
héren (Abb. 4). Setzt man (13) in (6) ein, substituiert 
‘= In (x/M) (15) 

'2(s/M) 
benutzt die Identitat (9) und setzt als untere Grenze Null ein, so erhalt man 
On 6p b(a) 


(16) 
Gy 0 l—p M 
mit 
aa oe 
eevee ent de 
L(a) — se Ry! ° (17) 


E 00 
fiem ? soft de 
— oo 


Die Funktion L(a) 148t sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken. Die Integranden 
wurden daher berechnet, die zugehérigen Kurven gezeichnet und pianimetriert. Tabelle 2 und 
Abb. 3 geben das Ergebnis dieser graphischen Ermittlung wieder. 


Tabelle 2. Die Funktion L(a). 


a | 0 | 0,5 | 
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3. Schlauchporen, Es werde nunmehr der einfachste richtungsanisotrope Fall betrachtet: 
Die Poren seien in einer Richtung langer als in den beiden anderen Koordinatenrichtungen, so 
da® der Kreiszylinder eine befriedigende Naherung an die wahre Gestalt der Poren darstellt. 
Es sind jedoch noch weitere sehr einschneidende Voraussetzungen zu machen, um zu brauch- 
baren numerischen Ergebnissen zu kommen. Ist x die Héhe des Zylinders, y der Basisdurch- 

messer, so stellen die zusammen- 

gehérenden Wertepaare (x, y) eine 
ax ,,Punktwolke« in der (x, y)- Ebene 
dar (Abb. 5). Die Verteilung dieser 
Punktwolke ist im allgemeinen un- 
bekannt. Bekannt sind jedoch haufig 
die Verteilungsfunktionen /f,(x) und 
f,(y) fix Lange und Durchmesser der 
Poren. Diese hangen mit der un- 
bekannten Verteilungsf] ache der Punkt- 
wolke f(x, y) durch die Integralglei- 


chungen 


fie [Pe y)dy, (18a) 


uy 


Ly) 


Ji(@) 


co 
Abb. 5. Verteilung zusammengehérender Werte fiir Durchmesser (y) = if 18b 
und Héhe (x) der durch Kreiszylinder angenahert dargestellten Poren. Sa(y) é f(% y) dx ( ) 


zusammen, deren Lésung hier nicht versucht werden soll. Vielmehr wird die einschrankende 
Annahme gemacht, da ein so enger Korrelationszusammenhang zwischen x und y besteht, 
daB sich die Punktwolke praktisch auf die Gerade y = tx zusammenzieht, d.h. daB das Ver- 
haltnis Durchmesser zu Lange der Poren nahezu konstant ist. Ohne Uberschreitung des zu- 
lassigen Fehlers soll also die Relation 


x 
—=t 19 
: (19) 
gelten. Fiir Oberflache und Volumen eines einzelnen Zylinders erhalt man dann 
vany(etzy)=ai(l tai) a, (20a) 
% Tu 
I Sa at Ne (20b) 
und fiir Oberflache und Volumen aller Zylinder im Intervall dx 
Ojon (1 4s } x2 f(x) dx, (21a) 
dV=n > 12 x3 f(x) dx. (21b) 


Hieraus folgen durch Integration wieder Gesamtporenoberflache und -volumen 


fo 2) 


Oa agit (1 +> ) ere da, (22a) 
Va=m>t | x f(x) dx (22b) 
und schlieBlich die spezifische innere Oberflache 
‘ 7 x” f(x) dx 
Dh Abie PDN ae 
ceerret a (23) 
J x f(x) dx 


*min 
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Es seien M, der Medianwert der Verteilung f,(x), My, derjenige der Verteilung f,(y), dann muf 
nach Voraussetzung auch das Wertpaar (M,, My) auf der Geraden y = txliegen. Die GréBe t 
kann also durch den Quotienten M,/M, ersetzt werden. Fiir f(x) ist die zutreffende Verteilung 
einzusetzen. Da die Rechnung derjenigen fiir Kugelporen analog lauft, sei hier nur das Er- 
gebnis mitgeteilt: 

a)Normalverteilung erster Art. 


OE fp Ma My i, 


Cette 9 Eile a) 
b) Normalverteilung zweiter Art. 
Cale en oie Mo aae 2) 


In beiden Fallen ist a durch (9) gegeben. Da nach Voraussetzung die zusammengehérenden 
Wertepaare (x, y) auf der Geraden y = tx liegen, ist die relative Streuung s/M fiir beide Ver- 
teilungen gleich. Es ist also gleichgiiltig, ob zur Ermittlung von a die x- oder y-Verteilung be- 
nutzt wird. Umgekehrt sind die relativen Streuungen s,/M,, und s,/M, ein Ma dafiir, ob die 
gemachte Voraussetzung zutrifft und der angegebene Weg zur Berechnung der inneren Ober- 
flache beschreitbar ist. Die untere Grenze wurde auch in diesen Fallen bis auf x = 0 erweitert. 


Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daf diese Rechnungen auch bei entgegengerichte- 
ter Fragestellung von einigem Nutzen sind. Ist die innere Oberflache durch Adsorptions- oder 
kalorische Messungen bestimmt worden, so erméglichen sie bei bekanntem Medianwert des 
Durchmessers eine Aussage iiber die Streuung oder, wohl der wichtigere Fall, bei plausiblen 
Annahmen iiber die Streuung eine Abschatzung des mittleren Porendurchmessers. 


(Eingegangen am 23, Februar 1953.) 


Mitteilung (aus dem Physikalisch-Petrologischen Laboratorium der Abteilung Kohleveredlung der 
Deutschen Kohlenbergbau-Leitung, Essen.) 


Anschrift des Verfassers: Dr. Adolf Dahme, Essen, Gemarkenstr. 52, 
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Die Torsionssteifigkeit von kreuzformigen Querschnitten °. 
Von G. Lein. 


1. Einleitung. Im folgenden wird an prismatischen Staében von kreuzférmigem Quer- 
schnitt, wie sie in Abb. 1 dargestellt sind, der Einflu8 der Ausrundungen im Kreuzungspunkt 
auf die Torsionssteifigkeit untersucht. Die Querschnitte sind, bis auf den der Abb. Ic, in ihrer 
Form ungefahr gleich denen der iiblichen Walzeisenprofile, sie lassen sich aber im Gegensatz 
zu diesen mathematisch verhaltnismaBig leicht behandeln. Es ist zu erwarten, daB die Aus- 
rundungen bei Walzeisenprofilen denselben Kinflu8 haben. 

In Ziff. 2 wird die 


Torsionssteifigkeit des 

° x Querschnittes nach Ab- 
bild. la in Anlehnung 

an eine Untersuchung 

US b ss PS von C. Weber! mit Hilfe 
S der konformen Abbil- 


Abb, la, b, c. Die untersuchten Querschnittsformen. Abb, 2. Das Koordinaten- dung bestimmt. In 

Baa as oi Ziff. 3 bis 7 werden die 

Torsionssteifigkeiten aller drei Querschnittstypen der Abb. 1 mit den Minimalsatzen der Ela- 

stizitatstheorie eingeschrankt. Die Ergebnisse werden in einer Naherungsformel zusammen- 
gefaBt. 

Zunichst stellen wir die bekannten Grundgleichungen der De Saint-Venantschen Theorie 
der Torsion zusammen, Mit dem durch Abb. 2 definierten Koordinatensystem (x, y, 2) und dem 
Torsionswinkel # je Langeneinheit des Stabes werden die Verschiebungen in der x- und y 
Richtung u = — 0 yz und v= #% xz. Dazu tritt im alJgemeinen eine Verwélbung w (x, y) 
Die Verzerrungen sind 


CL) ee Ow , __ Ow Ow 
Vere Be dy Oh oy  Uecam peat ara ee eel uaa “ 


und die zugehérigen Schubspannungen werden 
Tyg Va gs te= CY, ? 


wo G den Schubmodul bedeutet. Man kann sie mit einer Spannungsfunktion F (x, y), die der 


Randbedingung 
Frana = 9 (2) 
geniigt, in der Form 
Eee ueear ~ OF 
be bah Ox ? 2% ay 
darstellen. Das Torsionsmoment wird dann mit dem Torsionssteifigkeitsmoment J, 
M,=G6J,=2-/f Fdxdy. (3) 
Die Spannungsfunktion F hat die allgemeine Form 
il 
F(x, 9) =466(—P+y(xy)), () 


mit r? = a? + y?, Darin ist y (x, y) der Imaginarteil einer komplexen Funktion h («x +i Bale 
deren Realteil gleich 2 w/ wird, also mit x + iy =z. 


F4+560P=1 68 Imh()= 4 6 Oy(x, y), 


(5) 
w= 5 Reh (2) = + Oy (x,y). 


* Auszug aus der Stuttgarter Dissertation (Berichter: Prof. Grammel, Mitberichter: Prof. Siebel). 
* C. Weber, Der Verdrehungswinkel von Walzeisentragern. Beitrage zur technischen Mechanik und 
technischen Physik, August Féppl zum 70. Geburtstag, S. 102, Berlin 1924. 
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Die Randbedingung fiir y folgt unmittelbar aus (2) und (4) zu 


WRand = "Rand : (6) 
Kine mechanische Deutung der Spannungsfunktion wird durch das Prandtlsche Seifenhaut- 
gleichnis gegeben. 

2. Der Kreuzquerschnitt ohne Ausrundung. In seiner Untersuchung berechnet C. Weber 
naherungsweise den Wert der Torsionssteifigkeit eines Stabes mit dem Querschnitt nach 
Abb. la. Der Querschnitt wird konform auf den Einheitskreis abgebildet. Aus den Rand- 
werten der Potentialfunktion yp (x, y) wird ihr Wert in der Kreismitte berechnet. Mit diesem 
Wert ist dann eine Naherungsformel fiir J, gefunden. 

Hier soll ein anderer Weg beschritten werden, der einen genaueren Wert fiir J, gibt. Dazu 
teilen wir den Querschnitt in mehrere Bereiche auf, den quadratischen Innenteil und die daran 
angesetzten Streifen. Kennen wir die Spannungsfunktion F entlang der Trennungslinien, so 
lassen sich einfache Reihenansitze von F fiir beide Bereiche aufstellen. Diesen Verlauf von F 
liefert die konforme Abbildung. 

Es geniigt, den ersten Quadranten der z-Ebene (Abb. 3) zu untersuchen. Mit Einfithrung 
von 2 = 1, e/= e4 e'/ Jautet die Abbildungsfunktion! dieses Querschnittsteiles auf den Ein- 


heitskreis, (Abb. 4) 
Uv « 7 / i,—i 1 ae 1 
is i . are tg |/'cos + 1 tg]/cos HS) (7) 


CA 


Um die Werte der Spannungsfunktion F entlang der Linie BK, (Abb. 3), bestimmen zu 
kénnen, mu man zuerst den Verlauf von BK innerhalb des Einheitskreises der z,-Ebene 
bestimmen. Dazu geben wir uns nach Zerlegung der Abbildungsfunktion (7) in Real- und 
Imaginarteil einige Werte von yw, vor und variieren dann /, solange, bis die entsprechenden 
Punkte der z-Ebene auf die Linie BK fallen. Die Rechnung wurde fiir sieben Punkte durch- 
gefiihrt, die in Tabelle 1 zusammengestellt sind. In Abb. 4 ist der Verlauf der Linie BKH in 
der z,-Ebene eingetragen. 


J 
Tabelle 1. 
a C 
Nr. x/b y/b Ly Ty M1 @ 
1 1,0 0,0 0° | 0,0856 | 
2 1,0 0,1462 | 30° | 0,0903 Q\ | 8 
3 | 1,0 | 0.2989 | 60°| 0,1062 5 ViakererAt a. 
4 1,0 0,4642 90° | 0,1417 es ee, oa 
S| 1,0 | 0,6505 | 120° | 0,2219 A ae 
6 1,0 0,8524 | 150° | 0,4248 
@ | 1,0 | 1,0 | 180° | 1,0 
a 
Abb, 3. Der Kreuzquerschnitt mit Abb, 4. Konforme Ab- 
scharfen Ecken in der z-Ebene. bildung des Querschnittes 


in der z,-Ebene. 


Nun sind die Randwerte der Potentialfunktion y (x, y) am Einheitskreis zu ermitteln. Mit 
der Randbedingung (6) ergibt sich aus (7) dafiir 


2 eras | ui) \2 , 2? 
WRand = a i2 — are te|/ cos 2 + Wr I9]/ cos ae 4 : (8) 


7% 


Das Glied Ar Tq J cos m,/2| wird fir w= 0 unendlich. Diese Singularitat wird dadurch 
beseitigt, daB man von wy die Potentialfunktion 


pele elin ee aly Bl Mn32\\- 9 
vo= Se Relin (1 — a) —5(g +10 32)| (9) 


abzieht 2. Die Randwerte (y — )rana Jassen sich dann in eine Fourierreihe zerlegen. Die 
harmonische Analyse nach dem Rungeschen Verfahren fiir 18 Intervalle von je 10° ergibt 


18 - 
4, b? 1 
(w — Yo)Rand = ay |2,9272 one oo ) cos mt : 


hal 


1C, Weber, a. a. O. 
2 C, Weber, a. a. O. 
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mit 
c, = 0,38334 c, = 0,00390 | c= 0,00095 
c, = —0,04696 es = 000228 C14 = —0,00092 
cs = 0,03004 cy = 0,00217 C1, =  0,00074 
c, = —0,01089 Cg = —0,00147 c.g = —0,00081 
cs; = 0,00874 C4 =  0,00133 C7 = 0,00063 
C4 = —0,00433 Cy. = —0,00107 Cig = —0,00039 
Die Potentialfunktion y — y, lautet dann 
18 : 
4b? lyfe 
y— w= fe 209072 +> (52 i) 7? COS mt : (10) 
n=1 


Durch Einsetzen der Koordinaten der Tabelle 1 findet man die Werte (yw — yy) in den sieben 

gegebenen Punkten. Die Funktion y selbst erhalt man durch Addieren der entsprechenden 
Werte yy aus (9): Tabelle 2 gibt die Ergebnisse an. 

Fiir beide Bereiche suchen wir nun Liésungs- 

Tabelle 2. ansatze, die allen Randbedingungen geniigen. Fiir 


1 das Innengebiet, dem wir den Index 1 zuordnen, ist 
aa ue a Fra 98 “eine vierfach-symmetrische Spannungsfunktion F’, in 
l 1,0 | 0,0 3.9906 2,9906 der allgemeinen Form (4) aufzustellen. Die Potential- 
2 | 1,0 | 0,1462 | 3,9658 | 2,9445 funktion wy, soll dabei eine Reihe mit noch un- 
3 |] 1,0 | 0,2989 | 3,8848 | 2,7955 bestimmten Koeffizienten sein. Es bieten sich zwei 
: a page Stan erry einfache Méglichkeiten, Einzelglieder der FormImi 24" 
6 | 1,0 | 0.8524 | 2.9269 | 1.2003 und Glieder Im i (cos z + ©oj z). Mit unendlich vielen 
q 1,0 1,0 2,0 0.0 Gliedern kann man aus beiden Formen die exakte 


Lésung bilden. Wir wahlen die erste Art und bilden 
mit den dimensionslosen GréBen € = 2/b, E = x/b, y = y/b und 9g = r/b den Ansatz 


1 . 1 = 
F,=—=G68 (— 02 Da ea Ee ict) ss Fc0e(— BoP, a4 , 04" cos nq] Aes cl 
Um das Aufstellen eines Ansatzes fiir die Streifen mit dem Index 2 zu erleichtern, machen 
wir uns anhand des Prandtlschen Seifenhautgleichnisses ein anschauliches Bild von der Span- 


nungsfunktion. Wegen der Symmetrie des Querschnittes wird die héchste Erhebung der 
Seifenhaut, und damit der GréB®twert von F, 


SS a in der Mitte der Kreuzung liegen. Von da nimmt 
joe die Héhe entlang der Streifen ab, um sich asym- 

~~ ptotisch dem Wert zu nahern, der sich bei einem 

Ss =< Streifen ohne Kreuzung einstellen wiirde. Fiir 
diesen einfachen Fall ist die Spannungsfunktion 

— vee bekannt. Wenn wir nur den Steifen & >1, 
—ls 7» = -- 1 untersuchen.< lautetesies? = 


il , . , 
Abb, 5. Darstellung der Spannungsfunktion, oy GO bY? (= Gear Yo) Mit Wo= 2 + G2 —_ ie also 
i 1 

Fy= = G0 b? 2 (1 — 7?) . (12) 
Wir itberlagern ihr eine Potentialfunktion y,, die mit wachsendem & asymptotisch gegen 
Null geht, fiir 7 = + 1 Null wird und welche freie Koeffizienten enthalt. Der Ansatz lautet 

7 ~ . 2n—1 mas Se wie — = g 32 
vi= D) ean —1 Im iexp ( 5 ne) = ee cos + Ce COS 5-0] (13) 

n=1 
Damit wird die vollstandige Spannungsfunktion 
1 X 2! ral 

=} oou|2 i) ee Con — 1 €XP & 5 m8) cos - nn). (14) 


Die Koeffizienten a,, und cy,_  bestimmen sich aus der Bedingung, daB fiir = 1 die 
Funktionen F, und F’, mit den oben berechneten Werten F iibereinstimmen miissen. Von den 


XI. ie ‘ . pe 6 
XXI. Band 1953, Lein: Die Torsionssteifigkeit von kreuzformigen Querschnitten. 355 


sieben Punkten der Tabelle 1 wahlen wir die Punkte 1, 3,5 und 7 und verlangen dafiir F, = F, =F. 
Ks ergeben sich die Koeffizienten as 


a = 3,7490 , a, = 0,2591 , a, = — 0,0229, a,, = 0,0054 
c, = 5,6481 , € = — 26,0175 , €, = 129-3840 
In Abb. 5 ist F réumlich dargestellt. Der Anteil Fist gestrichelt eingezeichnet. 


Nun ist das Torsionsmoment M, nach (3) zu berechnen. Man erhalt fiir Bereich 1 
7 3 
M,,= G9 b4 J J (— & — + S ay, Imilt) dé dy = 12,005 - GH b4. 
mi Si n=0 


Die Spannungsfunktion F, gilt fiir Streifen, die sich bis ins Unendliche erstrecken. Es inter- 
essieren aber nur Querschnitte mit endlichen Streifen. Zundchst betrachten wir nur W- Die 
2n—1 5 : : : 

mC) liefert mit der dimensionslosen 
GréBe 1 = 1/b, wobei 1 die Entfernung des Streifenendes vom Kreuzungsmittel punkt ist, 


Integration des allgemeinen Gliedes Re exp/— 


8 ea | oe is 
= (Qn — 1) at jexr( Ee reed x) - xp ( ae d n)| sin we ; I 


Fiir 7 = o wird die eckige Klammer zu exp —7\; schon bei A= 5 ist der erste 


Ausdruck in der Klammer nur 1/500 des zweiten. Man kann deshalb bei Streifen mit 1> 5b 
die Glieder mit A vernachlassigen. Die Funktion wy; klingt also sehr 

rasch ab. Der Momentenanteil M, wird dann M,5= 0,9745 G @ b4 Ledge 

und fiir alle vier Streifen 


4 
> M,= 3,898 G00. 
1 


Integriert man den Anteil Fy tber & von = 1 bis & =A, so be- 
geht maneinen Fehler, da man die Spannungsfunktion am Streifen- 
ende senkrecht abschneidet. In Wirklichkeit fallt sie jedoch am 
Ende allmahlich auf Null ab. Der Abfall 1aBt sich als Abzug 
von der Steifenlange darstellen!. Die obere Integrationsgrenze 


ist dann 7 —/— 0,625 zu setzen. Man erhalt 


Abb. 6, Einfiihrung der Streifen- 
langen 1, und J,. 


ee 
M= G60! | p (1 — 92) dé dn = (i— 1) 69 bt = & (A — 1,628) GOS. 
= i.% 
Unter Einfithrung der Gesamtlangen 1, = 7; 6 und 1, =A, b nach Abb. 6 wird fiir den Gesamt- 
querschnitt 


Jati= bt 15,908 ! ; see 6.5) | (15) 

3. Minimalprobleme 2. Eine obere Schranke fir das Torsionssteifigkeitsmoment bestimmt 
sich aus dem Satz vom Minimum der potentiellen Energie. Dieser lautet hier: Wahlt man 
einen heliebigen Ansatz fiir die Verwélbung w, der stetig ist und die Symmetriebedingungen 
erfiillt, dann ist die daraus mit dem Drillwinkel # je Langeneinheit und der Stablange 1 ge- 


bildete potentielle Energie 
0 (w|d)\2 0 (w|d)\2 
= ci | f y- c ) («+28 J) | ae ay 


1 J. W. Geckeler, Elastostatik, Handbuch der Physik VI, S. 153, Berlin 1928. 
2 C, Weber, Bestimmung des Steifigkeitswertes von Korpern durch zwei 
angew. Math. Mech. 11 (1931), 5. 244. 


Naherungsverfahren, Z. 
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mindestens gleich der wahren potentiellen Energie 1/2 M,01, und somit hat man die obere 


Schranke - EC nC, = (16) 
1s [free aegis 


Eine untere Schranke erhalt man aus dem Satz von Castigliano, der hier folgendes 
aussagt: Wahlt man fiir die Spannungsfunktion I’ einen Naherungsansatz von der Form 
F=1/2G0f (x, y), der stetigist und die Randbedingung Fang = 0 erfiillt, soist der Ausdruck 


sof fIREP + ner 20 [res 


mindestens gleich dem Wert — 1/2 M,#1, und die untere Schranke wird somit 


re F femoris | 
=~ feredtsaxay+2 | [fae dy = — IT. 


Das Integral 1/4 [grad 2 f dx dy stellt, ebenso wie das Integral in (16), bis auf den kon- 
stanten Faktor 1/2 G19? die Formanderungsarbeit dar; wir bezeichnen es deshalb ebenfalls mit 
A, Das Integral 2 fl fax dy nennen wir L. Bei beiden Verfahren kann man die Ritzsche 
Methode anwenden. 

4. Der Kreuzquerschnitt ohne Ausrundung. a) Die obere Schranke. Wir 
gehen von der Spannungsfunktion aus und wahlen jetzt fiir das quadratische Innengebiet den 
Ansatz 


COf=— 6d b2 |- g2+ a+ >) dona Im i(cos ue mC + Cof “= wt) (18) 
peal 


wobei die dimensionslosen GréBen die gleiche Bedeutung wie oben haben. Dieser Ansatz ist 
hier vorzuziehen, da sich die Stetigkeitsbedingung an der Trennungslinie der Bereiche 1 und 2 
besser erfiillen 14Bt als mit dem Ansatz (11) fiir F,. Nach (5) lautet damit der Ansatz fiir die 
Verwolbungsfunktion 


co 


il : 2n—] = 
a= WD) aa 1 Re i(cos os ne - Gof "5 ~ xt). (19) 


2) 


n=1 


Fir den Streifen € >1,—1 <7 < +1 titbernehmen wir den Ansatz (14) und erhalten damit 


1 < = 
ga fe | Reichs Scag aReiexp(— 2 nt). ee 


Wegen der Symmetrie geniigt es wieder, nur den einen Streifen zu betrachten. 


Mit (19) und (20) ist der Integrand A nach (16) zu bilden. Fiir die beiden Bereiche ergeben 
sich die Doppelintegrale mit h = 2n — 1 


1 
Ae all 
1 (21) 


Gi ZO) o., WOR : 
pA Da ask(— sin — £ Cof 42 + Gin * £ cos *# ")) | dé dy 


i{f- n+ FD ahk(cos ss Sin +2 y — Gof 4 & sin rn) + 


und 


(22) 
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Nimmt man von jedem Ansatz drei Glieder, so erhailt man durch die Integration mit den 


neuen Koeffizienten a, = a,, a, = 102 a, a, = 104 a, 


8 
Aaah (z + 2,7744 af 2 + 1,1500 0/2 + 0,1137 af 2 + 
+ 1,6760 a; af — 0,2486 a/ af + 0,1265 af af + 22) 
+2,1438 a; + 0,5440 a; — 0,0978 a;) . 
Der Ausdruck (22) wird eine Funktion von c,, c; und c;. Fitr alle vier Streifen ist 
4 
8 — 2% 3 — 32 
D>) n= 815 (a tda— 65) +5 oe += che Cesare 
(24) 
64 —n/2 64 —3n/2 64 — 5/2 
fir es See Is a2 o5e |. 


Um die ¢, in den a, auszudriicken, benutzen wir die Stetigkeitsforderung fiir den Ubergang 
von Bereich 1 zu Bereich 2. Sie lautet 


(w;)e—1 = (we)eui - (25) 
Im Ausdruck (w,)z_; nach (19) entwickeln wir die Glieder Sin 7 und 2 in eine Fourier- 


reihe von der Form >’ b;, sin’ 7. Durch Vergleich beider Seiten von (25) erhalten wir dann 


bs 4 
=p a US 2 A Ayah iad 6 32 10 52 
Se ood a, ( [604 5 Sin 5) a, — Ooj, +4,,,- Co. 
a 
= = 16 2 a 32% 3a 10 5m 
2 Ce 
oe eee as (5 Gof — Sin Sita S15 > 
eG 2 6 3 2 3 
a ft “4 MA | ww > aR 
oe atta ol ae 2 ta a as (5, Gof pee #| 


Diese Werte setzen wir in (24) ein und bilden A = A, +2’ A,. Es wird 


8 i , tA 
A= b#[5 (ay +A, — 6,5) + 4,1524 a; ? + 21575 af? + 0,2172 af? + 

+ 17,6392 — 5,0762 a’ — 0,9374 af, + 0,2404 af -+ 

43,3457 a’ af — 0,4627 af af + 0,3155 of a 


0A 
Das Minimum fiir A ergibt sich aus den Bedingungen Ss =), cf = 0 und aque 0. Man 
1 3 5 


erhalt so 
a, = 0,84953 , a, = —0,40000 , ape 0097S". 


Mit (16) wird also 


J, < b4 15,800 +5 (A, + Ag 655). 


b) Die untere Schranke. Die Berechnung der unteren Schranke erfolgt nach 
(17). Fiir den Innenbereich nehmen wir den Ansatz (18), fiir den Streifen § 21,—1 <7 <1 
den Ansatz (14). Da hier Gw, und F, sowie Gw, und F, jeweils Real- und Imaginarteil der 
gleichen komplexen Funktion sind, hat das Integral 1/4 J fgrad 2fdxdy den gleichen Wert 
wie bei der Berechnung der oberen Schranke das Integral A. Wir konnen also die Ausdriicke 
(23) und (24) ibernehmen. 

Neu zu berechnen sind die Integrale L, = 2 Sth dx dy und L, =2 i heh dx dy. Wir 
erhalten 
Sond Ae oe 
In 1) sin = 


“ 


PA PAT era | 
nm: OM—; ru 


a 


L,= b4 es ey 


n=1 
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und fiir alle vier Streifen 


4 co 7 | 

16 64 Cor 2n—1 . 2n—1 
> 1-0 ; (A, +A, — 6.5) +— Beni? 5 m) sin rast 5 (26) 
1 - n= i} 


Die Stetigkeitsbedingung an der Trennungslinie lautet jetzt 


(fdeqi = (fenr- (27) | 


Setzt man (14) und (18) in (27) ein und entwickelt in (14) das Glied (72 — 1) in eine Fourier- | 


reihe, so erhalt man durch Vergleich beider Seiten 


32 
Cpe Er ee Bi Coj 


ro] 


9 


oe 32 
=e 
C6529) = 974 + % Sol 2? 


32 3% 
Ce e—5m/2 — == 125 73 + a; Go} = C5 


Die Werte setzen wir in (24) und (26) ein und bilden /7= A — L. Es ergibt sich mit den | 


Koeffizienten a;= 10 a,, a,= 10? a,, a= 104 a, 


I = b4 : (A, Ap — 6,5)-+ 0,1266 af 2+ 2,6101 a%2 + 0,2440a0/2 — 
— 6,3195-+ 0,1676 a/ a — 0,0249 af a + 0,1265 a, af — 
— 2,0915 af + 1,1455 a, — 0,1479 af] . 


oll ) 
Das Minimum fir // folgt aus den Bedingungen = =0, —=0, id 
a, 0a, 0a‘, 


chenden Koeffizienten sind 
a, = 8,6878 , a,= — 0,5197, a,= 0,8804 . 
Nach (17) wird damit 


J, > b4]15.1060 BA baat 655). 


Zusammenfassend |aBt sich folgende Einschrankung angeben: 


b4 [15.760 20h eek 6.5) < J, <b! [15.800 ENG ckAh 635) 
Der arithmetische Mittelwert wird 
- 8 
T= b4 15.780 ba Atay 6.5). (28) 
Der Wert, der mit Hilfe der konformen Abbildung in Ziff. 2 
di gefunden wurde, liegt um 0,8% hoher. 
5. Der Kreuzquerschnitt mit ausgerundeten Ecken. a) Die 
ot obere Schranke. Nach Abb. 7 trennen wir diesen Quer- 
| schnitt ebenfalls an den Ansatzlinien der Streifen und bezichen 
alle Langen auf die Strecke a =r, +b. Die dimensionslosen 
el re GréBen lauten dann € =2/a, § = x/a, 4 = y/a, 9 =rJa. 
Dagegen soll A die bisherige Bedeutung 4 = l/b behalten. 
2b Wir wahlen jetzt einen Verwélbungsansatz 
Abb. 7. Der Querschnitt mit aus- ) 1 < ° 
gerundeten oben ; = ae con b oS, G4 n Rei ge ", (29) 


n=l 


der sich hier besser eignet als der Ansatz (19), da wir alle Integrationen numerisch durchfithren 
werden. 


I 


=0. Die entspre- | 
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Durch partielle Differentiation bilden wir mit w, aus (29) 


2 Se 2 
A,= bh! [ ag tad 1 a4, 0°? sin (4 n — 1 
1 iE (5 tr ys 4nQ sin (4 n )e) + 


nL 


2 oo A. 
+ (FE 23) man ote co (anya) | o-do-.du. 
n=1 


Nach Auflésen der runden Klammern und Integration iiber 0 mit den Grenzen 9 = 0 und 
Q= ORand = OR wird 


/4 
ae | E Beet DS) DT ttn dam OEM) cos 4 (mm — n) 1 — 
Fi n=1 m=1 


a? n 2 
Se eee 
n=] 


Die Integration iiber ist in den zwei Bereichen 0 < M <p und wp Sp <a/4 getrennt durch- 
zufiihren. Im ersten Bereich gilt gg = 1/cos , im zweiten dagegen 0g = cos + sin ps 
— Ve? —1-+sin 2 , mit @) = r)/a. Um die numerische Integration durchfiithren zu kénnen, 
legen wir uns jetzt auf den Querschnitt ry = b, also a = 2 und Mp = 26,565° fest. Bei Be- 
schrankung auf drei Glieder des Ansatzes (29) wird mit den Koeffizienten a, = 10 a4, a,= 10a,, 
ai, = 10a, 


A, = bh* [26,6302 + 0.0369 a)? + 0,1024 a,? + 0 2423 a),? + 
+ 0,0115 a, a, — 0,0711 a, aj, + 0,0217 a; a}, — 
— 0,1468 a, + 0,7768 a; — 0,2750 aj.) . 
Fir den Streifen § >1,— 1/2 <7 < + 1/2 schreiben wir Ansatz (20) in die neue Bezugs- 


gréRe a = 2 bh um und integrieren iiber x von x = 2 b bis x = 1 oder dimensionslos von § = 1 


bis €= 1/2 6 =A/2. Auch hier werden fir 1>5bh die Glieder exp {— a wi) gegen 


exp [— (2 n — 1) a] vernachlassigt. Das Ergebnis lautet bei einem dreigliedrigen Ansatz 


4 
8 J 32 Dt 
ee is (Ay-+Ay — 10,5) 4+ cB e-2” + <% chen 4 = che 10a + | 
: | (30) 
64 ae 64 ane 64 Le 
T re ee — one 3e T 9578 &5 & |. | 


Die Stetigkeitsbedingung wird wieder (w,):_1= (w,)g_1. Jetzt entwickeln wir in (w,)e=1 
die Glieder mit 7 nicht in eine Fourierreihe, da das zu umstandlich ware, sondern verlangen 


lediglich Ubereinstimmung beider Ansdtze in den Punkten & = 1; 1 = + 1/6, + 1/3, 1/2. 
Diese Forderung liefert 
c,e-* = 3,3174 — 0,1400 af — 0,0396 af + 0,1194 ais , 
c,e— 37 = — 0,4444 + 0,0068 a, — 0,1158 a; — 0,1558 Diers 
c, e~>*= 0,2382 — 0,0032 a, + 0,0550 a, — 0,0238 a), . 


4 
Setzt man diese Werte in (30) ein und bildet A= A,+ > A, so ergibt sich 
1 
Az hs = (Ay-t Ay — 10,5) + 0,0681 @/2+ 0,1919 a5? + 0,3836 a/,2+ 
-- 67,1870 + 0,0187 a; a; — 0,1320 a; aj,-++ 0,1563 a; aj, — 
— 2,5600 a + 0,8960 af + 2.4124 “| 


Die Minimalbedingung gibt a, = 20,4758, a, = —3,8094 und a,, = 1,1648. Damit wird die 
obere Schranke 


J, < b4 [40,676 +5 (A+ Ay — 10,5) 
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b) Die untere Schranke. Es ist eine Spannungsfunktion F — 1/2 G OF (x, y) H 
aufzustellen, die die Randbedingung (2) erfiillt. Wegen der Symmetrie geniigt es, nur einen || 
45°-Sektor des Innengebietes zu betrachten. Nach Abb. 7 teilen wir den ersten 45°-Sektor ||) 
in die Bereiche 1 mit 0 <u <p und 2 mit wg Sp <a/4. Als Grundfunktion fiir beide || 
wahlen wir 


f= @ (— 0?+ a+ a, 04 cos 4r-+ ag G8 cos 8) . (31) | 

Im Bereich 1 fiigen wir zu jedem der ersten drei Glieder ein weiteres hinzu, so daB f, fiir |! 
&=1, 7 = + 1/2, oder entsprechend in Polarkoordinaten @ = 1/cos wp, W = — wp, Null wird. | 
Bis auf konstante Faktoren sollen alle Zusatzglieder die Form g% cos 8 w haben. Der Koeffizient | 
a, wird dann eine Funktion von a) und a,. Der Ansatz lautet somit 


: 8 
file. w= e| — 08 + 08 cos 8 u oor HB + ag (1 — oF cos 8x or, Ha) 


cos 8p cos 8p 
cos’ ip Cos 4 Wp 
4 a8 sabe ol aes 
+a, (o cos 444 — e% cos 8 yu connie 
oder 
filoon) = 2 (— 92 + ay + a4 04 cos 4 x + ag 0° cos 8 1) (32) 
mit | 
cos® Lip cos’ Up cost up cos 4up 
Ct ees 0 oy 
cos 8 up cos 8 up cos 8 Up 


Zur Berechnung von //, formen wir A aus (17) um: 


125 (Cl Ble |fenrrsete= 5) RP aby ate 


; 7] i @ oe : ‘ A 
Die Werte oe und = ot aus (32) setzen wir in A, ein und integrieren iiber 9 von 90= 0 bis 0= Op. 


Fir alle vier Quadranten ergibt sich 


UB 

fe (fll 1 es 3 4 2 
SON (z okt zat ok + af OW +5 a4 a5 Off cos 4 — 

6 


ee 4 
— J 4% Ok cos 4 [i — =z Ag OR Cos Bu) du. 
Wir setzen wieder ry = b, wg = 25,565° und integrieren numerisch iiber uu. Nach Elimina- 
tion von a, erhalt man 
A, = a4 (2,9369-+ 1,8323 a2 + 2,3152 a? — 0,1977 a, a, — 3,7732 a) — 1,4728 a,). 
ag Der Bereich 2 wird ahnlich behandelt. Die Grund- 


8 = : funktion wird beibehalten, die Zusatzglieder jedoch 
haben die Form 08 g (u). Der Ansatz lautet 


fa (@,m)= @ {— @ + 0° gi (u) + a [1 — 0° g, (u)] + 
+ 44 [0% cos 4 u —08 g5(u)]} » | 
wobei aus der Randbedingung folgt 


il I 4 
PO am Sey __ cos 4 

A secaehs 82 (uw) = oe 62) = et 
Die Funktionen & (u), sdwie ihre Ableitungen 
dg; (u)/du =g; (uw) sind in Abb. 8 aufgetragen. Damit 
ist A, zu bilden. Nach der Integration iiber 0 ergibt 
sich mit den Abkiirzungen 


30 35 5 Ot g: (4) + 8 (u)= Gi (u) . | 
Abb. 8. Die Funkti m , 2 64 g; (u) 8j (4) + 8; (uw) 8 (u)= Gi; (“), 
pms 8 cos 4 u g: (Wt) — sin 41 gf (ux) = G; (w) | 


(33) 
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fiir alle vier Quadranten der Ausdruck 
7/4 
A ae 8 4 1 4 1 PAS 2 6 4 10 
p— OG | | ORT > % OR — | Fs Or 008 4s — — OW (81 — 4% B — 44 85) + 


UB 


1 6 
Bes oR (G+ ay Goa + ay G33) — 


lee pee 
~~ 39 OR (a) Gy.+ ay Gis — 4% a G3) +— OR (a4 G, — dy a, Gy — ai Gs) du. 


Die Funktionen G (u) bilden wir punktweise und integrieren numerisch. Man erhalt 
A,= a4 (2,1246 + 4,1931 af + 0,2624 a? — 1,4709 ay a, — 5,5463 a+ 1,1169 a,). 
Die Integrale L, und L, werden 
Ly= 2 | [fir dr du= at (— 1,9143 + 3,7981 a,+- 0,7716 «,) , 
L,= 2 || fpr dr du= a4 (— 0,6973 + 1,9434 a, — 0,2002 ay) . 


Fir den Streifen langs der positiven x-Achse, dem wir hier den Index 3 zuordnen, wahlen 
wir wie bisher den Ansatz (14), der jetzt lediglich mit der GréBe a = 2 b dimensionslos zu 
machen ist. Fiir alle vier Streifen wird 


II, =o! = S (Art dy — 10,5) + % chen 22 4 3% ot e-6n oe center 


Die Stetigkeitsbedingung f, =f, in den Punkten §=1; 7 =0, » = +1/6, n= +1/3, 
4] = = 1/2 ergibt 

c,e-* = — 7,4081-+ 5,1006 a,+ 3,6660 a, , 

c,e—3% = — 1,1845-+ 0,9792 a, — 0,6002 a, , 


c,e—>%= 0,1597 — 0,1366 a)+ 0,0840 a, . 


Damit wird 


a 


ie bs] © (A, +A, — 10,5)+ 93,0172 + 45,5300 a + 22,8641 a2 + 
+. 53,0253 a, a, — 129,9803 a, — 78,4099 a,| : 


Mit den Koeffizienten a, = 10 a) und a, = 10 a, erhalt man fiir den Gesamtquerschnitt 


iTS b| + (Ay +A, — 10,5) + 215,7879-+ 1,4194 a5?+ 0,641 aj?-+ 


+ 0,2633 a4, a/ — 37,0957 af — 9,3249 “| 


Das Minimum ist durch a) = 12,6339, a, = 4,6787 gegeben. Damit wird die untere Schranke 


8 
3 


J, > */ 40,357 OO eer 10.5)] 


Die Einschrankung lautet also 


a4 [40,357 +© (A, +4, — 10,5) pre b* [40,676 apes 10,5)| 


8 
3 


mit dem Mittel wert 


eae 40.517 eens 10,5)] (34) 


6. Andere Verhiltnisse r)/b. Nach denselben Methoden wurden noch zwei weitere Quer- 
schnitte berechnet. Fir den Fall ry = 46 wurde mit einem dreigliedrigen Ansatz die obere 
Schranke 


J, < 4| 272,996 b> (Ay Ag 22.5)] 
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Fiir rp = b lag die obere Schranke mit ihrem Anteil fiir das Innengebiet lediglich um 0,5 % iiber — || 
dem Mittelwert. Wir kénnen deshalb mit Sicherheit annehmen, daS die Abweichung bei dem 
Querschnitt mit ry = 4b nicht gréfer ist und setzen den Mittelwert fest zu 


T= b4|272.0 poe 22.5) (35) 


Fiir den Querschnitt mit ry) = 7,34 b ergab sich bei einem dreigliedrigen Ansatz fiir w die 


obere Schranke 


ye v4 |1149.0 paras 35,85) 


und daraus mit der Uberlegung von oben der Mittelwert 


J=b4[1139.0 4 = (A +A, 35,85)| (36) 


7. Der Vierbogenquerschnitt. a) Die untere Schranke. Es ist nun noch der 
Extremquerschnitt zu untersuchen, der nach Abb. 9 durch 
vier sich berithrende Kreisbégen begrenzt ist. Fir w 
wahlen wir den zu den Achsen und den Diagonalen anti- 
metrischen Ansatz 

a w= tate Reilt= — + a@eo'sin 4y (37) 
mit den dimensionslosen GréBen € = z/a, € = x/a, 4 = y/a, 
0 =r/a. Die Konstante c ergibt sich aus der Minimal- 
bedingung fiir A. Die Rechnung wird nur mit einem ein- 
gliedrigen Ansatz durchgefiihrt, weil die Integration sehr 
umstandlich ist und bei hohen Potenzen von @ Schwierig- 
keiten macht. 


Abb. 9. Der Vierbogenquerschnitt. 


Aus (37) bilden wir nach (16) 
A= at ff (g®@—4cotcos4u+4ec2 0°) dé dy. 


Das Integral berechnen wir erst iiber das Quadrat ABOD und ziehen davon das Integral iiber 
denKreissektor ABED ab. Das Ergebnis ist wegen der Symmetrie mit vier zu multiplizieren: 


4 aA et Ske G a eaten: = thay — > 
a {ffs HHH ff Crete de = 60h —J3 


Zur Berechnung von J, fiihren wir das gedrehte Koordinatensystem x,, y,, Abb. 9, ein. Wir 


erhalten 
V2V2 
8 128 
i= {| [ ett 400i cos 4 i, + 40% 98) dé, dy, =S— 2 o4 88 ot, (38) 
0 0 


Zur Berechnung von J, wird das Koordinatensystem x, y, von Abb. 9 eingefiihrt, Die 
Transformation ergibt fiir die Einzelglieder 


o?= 03 + 40, cos My +4, 
o* cos 4 = Re (9, et + 2)4, 
0 = [(03 + 4) + 2 gy (eM + e- tm) ]8. 


Die Integration mit den Grenzen 9,= 0 bis 0,= y2 und U.= : wt bis Uy= = mt liefert 


> AeA 
435 wands 1376 165 632 
Wf 2 c (32a — 5°) +2(5162 — A (39) 
Fir A ergibt sich somit 
A= 4 a* (0,1460-+ 0,2642c-+ 0,2695 cA) (40) 


Das Minimum liegt bei c= — 0,4902. Damit wird J, < 0,3250a4 und mit d/2= a (2 — 2) 
J; < 0,1725 dé, 
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Die Rechnung ist im Prinzip auch fiir einen mehrgliedrigen Ansatz durchfithrbar, jedoch 
ergeben sich dabei numerisch Schwierigkeiten. Alle Glieder von (40) sind Differenzen grofer 
Zahlen, die nur dann genau bestimmt werden 
kénnen, wenn die Rechnung bis zum SchluB in 


Briichen durchgefiihrt wird. Da bei einem zwei- oe 
gliedrigen Ansatz @ schon in der 14, Potenz vor- 
kommt, wird diese Methode nahezu undurch- 40 
fiihrbar. Das seither angewendete Verfahren, 
iiber @ analytisch von g = 0 bis 0 = 0g und 30 
iiber 4 numerisch zu integrieren, fallt hier weg, 
da die Ableitung dor/du fir w = 7/4 unendlich Elbe 
wird. Die Simpsonsche Regel ist dann ebenso wie 
graphische Integration nicht mehr anwendbar, 

b) Die obere Schranke. Fir den i 
Ansatz f(r, “) wahlen wir dieselbe Form wie bei 
der Berechnung der oberen Schranke des Quer- 
schnittes nach Abb. 1b, also die Grundlésung 
fc = @ (— 0? +a) + a, e4 cos 4) und Zusatz- ~ ee 


0 20 20 30 4o° 


lieder, die zusammen mi di - 
8 a s + te ie Randbe Abb, 10. Die Funktionen g, (uw) und g’ (uz) fiir den4Vierbogen- 
i i 


dingung (2) erfiillen. 
Der Ansatz lautet 


Ff (e, H) = a? [— 97+ 08 g, (u) + a (1 — 08 g, (u)) + a4 (04 cos 44 — 08 gs (u))] 


eae 


querschnitt, 


mit 
i (“)= lor, &(u) = Ter, 83(u) = cos 4y/or - 
Die Funktionen g;(w) und ihre Ableitungen g;(u) sind in Abb. 10 auf- 


getragen. Die Singularitat in den Ecken des Querschnittes wird einfach : 
dadurch umgangen, das man diese abschneidet und nach Abb. 11 durch 
einen Kreisbogen um O ersetzt. Innerhalb unserer Genau‘gkeitsgrenzen ist ogee 


das ohne weiteres zulassig, da die Ecken zum Moment nur einen geringen 
Beitrag liefern wiirden, wie man sich mit dem Prandtlschen Seifenhaut- oi ee ee rrr 
gleichnis anschaulich machen kann. Der Kreissektor mit dem Index 2 
soll den Winkel von 6° umfassen. Der konstante Endhalbmesser wird dann 0,= 1,05897. 
Fiir den Bereich 1 erhalt man mit den Abkiirzungen (33) den Wert 
42° 


1 4 1 8 2 6 8 
A\= sat [[F Pa, Oe On cos 4 — OR (Si A 8 a4 83) 4 


1 2 
as 48 OR (Git 45 Gy + af ys) — 
1 1 
ay OR (4% Gy + 44 Gig — My Me Gos) b= OR (a4 G, — ay ay G, — af G)) du 
und nach der numerischen Integration iiber 
A,= a4 (2,1452 + 12,3048 a2+ 0,3462 a? — 9,3138 ay+ 1,4328 a, — 2,3488 ay ay) . 
Im Bereich 2 gestaltet sich die Rechnung wesentlich einfacher, da gg = @, = const ist. Es 
ergibt sich 
A,= a4 (0,2740 + 0,5586 a2 +.0,1214 a} — 0,4974 ay a, — 0,7394 ay + 0,3622 a4). 
Die Integrale L, und L, werden 
L,=2 [ff (r, mu) 7 dr du= 2a4 (— 0,1984-+ 1,0808 a, — 0,0224 a4) 


L,=2 Jf f(r, w) 1 dr du= 2 a4 (— 0,0584 + 0,1664 ay — 0,0208 ay) . 
Fir // erhalt man damit 
IT= a4 (2,9328 + 12,8634 a2+ 0,4676 a? — 2,8462 ay az— 12,5476 ay+ 1,8814 a4) 


mit dem Minimum fiir a)= 0,3998, ag= — 0,7951. Die untere Schranke wird 
Jp 0.3239 44 0.1716 d4. 


364 Lein: Die Torsionssteifigkeit von kreuzfoérmigen Querschnitten. Ingenieur-Archiv 


Die Einschrankung lautet 
Ol TlGld t= Jeo Oa 2 


mit dem Mittel wert 


Ja io (41) | 


8. Zusammenfassung. Fiir alle Falle soll eine Naherungsformel aufgestellt werden. Als 


dimensionslose Verinderliche wahlen wir das Verhaltnis der Streifenbreite 6 zum Durchmesser d | 


des dem Querschnitt einbeschriebenen Kreises. Nach Abb. 12 werden die Abkiirzungen 
B = b/d, 0) = 19/b, Ay = (1, + 1,)/b eingefiihrt. Die allgemeine Form der Mittelwerte J, lautet 


dami = ae 
ans J = 41K (6) += 8% (a — 409 — 6.5). (42) 


Darin ist K(f) die noch unbekannte Funktion von f. In Tabelle 3 sind die Werte K (p) fiir 
die untersuchten Querschnitte zusammengestellt. Abb. 13 zeigt den Verlauf K (6). Durch die 
gegebenen fiinf Punkte ist die Funktion ziemlich eindeutig festgelegt. Sie hat fiir f ~ 0,2 einen 
Wendepunkt und fiir f = 0 eine annahernd waagerechte 
Tangente. Zur Vereinfachung der Funktion verlangen wir 


deshalb, daB K(f) dort 

eine exakt waagerechte 

Pabelle.d. Tangente haben - soll, 

Abb. > B K(6) ohne da damit ein 

——$————— i Wesentiic erence il etare 

le 2 0,0 0,172 macht wird. Die Na- 

7,14b 0,112 0,180 herungsformel _lautet 

lb 4,00 b 0,163 0,190 dann bei einem alge- 

b | (0,274 | 05225" ‘braischen: Ansatz kag] 

PP? ste Guersohbitisforinenss' eof vidio ets) hiaee a) Glas Tia mc eo a 


+a,f* nach Berech- 


nung der Koeffizienten a; 
oe jo.t72 + 0,306 62+ 3,536 6° — 7,644 B44+— B4 (Ay — 40) — 6.5) ; 


Trotzdem nur vier freie Koeffizienten gewahlt wurden, sind alle fiinf Punkte in der Forme] 
enthalten. Verwendet man den Zusammenhang 


oe Tae Ne, : 


so wird 


j= os joni? + 0,306 B2? — 9,340 3 + pe (11.441 +34n)| (43) 


tk 
25}— 


Abb. 13, Die Funktion Kin Abhangigkeit von f. 


Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB diese Formel fiir alle Kreuzquerschnitte Giiltigkeit 
hat, deren Streifen gleich breit sind und deren kleinste Streifenlange Spin (Abb. 12) mindestens 
gleich 5 bist. 
(Eingegangen am 24, Februar 1953.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing, Giinter Lein, Heidenheim (Brenz), Walther Wolf-Str. 16. 
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Die Tragheitspolkurve der Schubstange eines zentrischen 
Schubkurbelgetriebes (Naherungslésung) 


Von O. Tolle. 


Nach H. Winter! versteht man unter dem Tr 4g heits pol einer eben bewegten Scheibe 
fiir die augenblickliche Getriebestellung denjenigen Punkt T, durch welchen die Gesamtheit 
aller méglichen resultierenden Tragheitskrafte hindurchgeht. K. Federhofer? definiert in seiner 
Arbeit ,,Uber den Tragheitspol des eben bewegten starren Systems und die Tragheitspolkurve 
des zentrischen Schubkurbelgetriebes“* die Tr ig heitspol kur ve als den geometrischen 
Ort aller Tragheitspole der zwangslaufig gefiihrten Scheibe im Verlaufe der verschiedenen 
Stellungen. 

Fiir Getriebeglieder mit fester Drehachse M (z. B. Kurbel) ist die Tragheitspolkurve der 
Se der auf M bezogene Tragheitsmittelpunkt Ty (Schwingungsmittelpunkt) be- 
schreibt. 

Die Tragheitspolkurve eines geradlinig bewegten Gliedes (Schieber, Kreuzkopf) ist die 
Bahn seines Schwerpunktes. 

Fir die beliebig bewegte ebene Scheibe ist die Tragheitspolkurve im allgemeinen punkt- 
weise, d. h. der Tragheitspol fiir verschiedene Stellungen nach einem der nachstehenden zeich- 
nerischen Verfahren zu bestimmen: 

1. Zuhilfenahme des Geschwindigkeitspoles und des Wendepoles?; 

2. mit Hilfe von zwei beliebigen, mit dem Zwangslauf der Scheibe vertraglichen, Beschleu- 
nigungszustanden‘ und Bestimmung der zugehorigen Tragheitskrafte nach H. Alt®, K. Feder- 
hofer® oder O. Tolle’; 

3. Benutzung des Geschwindigkeitsplanes und eines belicbig angenommenen Beschleu- 
nigungsplanes®; 

4, Trennung der Beschleunigungen, die von der Winkelgeschwindigkeit herriihren, von 
denen, welche durch eine beliebige Winkelbeschleunigung der Scheibe bedingt sind, mit Hilfe 
eines Planes der relativen Normalbeschleunigungen’?. 


Fir den Sonderfall der Schubstange eines zentrischen Schubkur- 
belgetriebes mit Schwerpunkt S auf der Verbindungslinie von Kurbelzapfen K und 
Kreuzkopfbolzenmitte B hat Federhofer? die Tragheitspolkurve analytisch untersucht und auf 
S. 243 (7) folgende Gleichungen aufgestellt: 

E: ig 44 (x43 +44, cos? a — A? sin? a cos? «) — oA? cos? a | 
SE r o[y2 +A (1 —@A) cos? a] “ 


1 
' 18 Asin a(72 + Ay, cos? a — 2? sin? a cos? a) | ©) 
ee es o[y? +4 (1 —eA) cos? a] : 
Das rechtwinklige Bezugsachsenkreuz (&, 7) hat seinen Anfangspunkt (Abb. 1) im Schwer- 
punkt S, seine £-Achse fallt mit der Schubstangenrichtung zusammen. Es bedeuten ferner 


r Kurbelhalbmesser 
1 Schubstangenlainge 
a den Kurbelwinkel, f den Stangenerhebungswinkel, sin B = / sin a, y; = cos B = /1 — sin? B 
= Yl— 72sin?a«, s, den Abstand des Schwerpunktes S der Schubstange vom Kreuzkopf- 
bolzenmittelpunkt B, s, den Abstand des Schwerpunktes S vom Kurbelzapfen K, o = s,/r, 
is den Tragheitshalbmesser, bezogen auf die senkrecht zur Stange durch S gehende Achse. 


= Stangenverhaltnis, 


A= 


1 H, Winter, Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa 139 (1930). 
2 K, Federhofer, Osterr. Ing.-Arch. 5 (1951), S. 240. 
3 R. Beyer, Masch.-Bau (RM-Afg.) 3 (1935), S. 642. 
4 4, Kraus, Masch.-Bau (RM-Afg.) 4 (1936), 5. 337. 
5 H. Alt, Z. angew. Math. Mech. 6 (1926), 5S. 58. 

6 K. Federhofer, ZVDI 74 (1930), 5S. 234. 

7 0. Tolle, Ing.-Arch. 1 (1930), S. 377; ebenda 19 (1951), S. 355. 
8 G. Gerber, Masch.-Bau (Beil. Getriebetechnik) 8 (1940), 5. 533. 
9 M. Tolle, ZVDI 76 (1932), 5S. 799. 
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Fiir technische Zwecke geniigt es fast immer in einem Schubkurbelgetriebe die Glieder mit 
dem Faktor/wegzulassen, folglich auch 7,= cos f= )1 — ,2 sin? og = 1 zu setzen. 
y 


Fir 22 = 0 und y, = 1 gehen daher die 
Federhoferschen Gleichungen wber in 


Abb, 1, Lage des Tragheitspoles der Schubstange eines Abb. 2. Zeichnerische Ermittlung des Tragheitspoles fiir 7? = 0. 
zentrischen Schubkurbelgetriebes in verschiedenen 
Koordinatensystemen, 


ee US LapAcosta | | Us | 

, r s,f/r(1 +Acos?a) as 2) 
12 cay a 3 12 

ee SAsina (1+ /Acos?a) _ pele ey | 
r 58,/r (1+ A cos? «) 


Das Achsenkreuz (&, 7) hat fiir jede Getriebestellung eine andere Lage. Wahlt man durch 
Koordinatenumwandlung (gleichzeitige Drehung und Verschiebung) ein neues feststehendes 


rechtwinkliges Achsenkreuz (x, y), dessen Anfangspunkt im Kurbelwellenmittelpunkt M ge- 
legen ist, so ergibt sich 


1. infolge Drehung um den Winkel f 


i, aR i 

uy = §g cos B+ ny sin B= Sarees ah a es 5 8° 

So 2 2 
vs eee 
vy = — ég sin B+ nz cos B=+ —Asina —— Asin ge=OF 
So 2 
2. infolge Parallelverschiebung 
iz ee 
xy —=rcosa+s,cosh-+uy =reosa+s,— —=rcosa+Tzk, | 


Soa (4) 
¥zr = 8, sin B + vg = 8s, sin B=A 5s, sina. | 

Fiir die Bestimmung des Tragheitspoles T der Schubstange in einer beliebigen Kurbelstel- 
lung ergibt sich aus den so gefundenen Koordinatengleichungen fiir xy und yq folgende gra- 
phische Liésung nach Abb. 2: Man zeichnet auBer dem Kurbelkreis einen zweiten Kreis mit 
@= As, als Halbmesser und errichtet im Abstand MC, = T, K = s, — ig/s, von der y-Achse 
aus die Senkrechte auf die Schubrichtung des Kreuzkopfes. Die von M ausgehenden Kurbel- 
stellungen schneiden den Kurbelkreis in den Punkten K und den Kreis vom Halbmesser @ in 
den Punkten K’. Die Parallele zur x-Achse durch K’ schneidet die y-Achse im Punkt C’; der 
gesuchte Tragheitspol & fiir die jeweilige Kurbelstell ung liegt auf dieser Parallelen im Abstand 
Z= KC =C’S = xz von der y-Achse aus. Denn nach Abb. 2 ist KC =rcosa + TpK 
=Z=CS = xz und C’M = gsina =As, sina = y¢. 

Die Koordinaten xy und yg des Trigheitspoles T 
fir 2? = 0 im rechtwinkligen Achsenkreuz (x, y) sind 
also Funktionen des Kurbelwinkels « und fiir die an- 
genaherte Triagheitspolkurve die Parametergleichung 
einer Ellipse, deren Halbachsen a = r und b=As, 


Abb. aos Milaateruneiskieee three hoe: sind, und deren Mittelpunkt Mz die Koordinaten xyz 
Bestimmung der Trigheitspolkurven eines = a=, a= 5 = j 
zentrischen Schubkurbelgetriebes. ae Ts, K = + ts/S, und Ymz = 0 besitzt. 


Kin Beispiel fir die Tragheitspolkurven eines 
zentrischen Schubkurbelgetriebes zeigen Abb. 3 und 3a. Die gegebenen Stiicke veranschau- 
licht Abb, 3. Es sind bekannt 
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yi ee rfl = 1/5, ferner fiir die Kurbel der Schwerpunktabstand MS, und ihr Tragheitshalb- 
messer Usg, bezogen auf die senkrecht zur Kurbel stehende Schwerachse, fiir die Schubstange 
Ss; = 0,35 1, s, = 0,65 1, und ig = 0,424 1. 

1. Die Tragheitspolkurve der Kurbel ist der Kreis, welchen der auf den Kurbel wellenmittel- 


punkt M bezogene Tragheitsmittelpunkt Ty beschreibt; sein Halbmesser ist ta= MS, +i34/MS, 
(in Abb. 3a nicht eingezeichnet). 


/ 


\y 


te ty 


| Triigheitspolkurve der Al: 
Sotubstange tirX-0 ' 


Bahn des Setwerpunktes So 
der Schubstange tirA=0 


Abb, 3a, Triagheitspolkurve der Schubstange fiir 2? = 0. 


2. Die Tragheitspolkurve des Kreuzkopfes ist dessen Weg, und man findet die zu jeder Kur- 
belstellung zugehérige Kreuzkopfstellung in bekannter Weise zeichnerisch oder rechnerisch. 

3. Fiir (x, yo) als Hauptachsenkreuz, bei welchem der Abstand der Achsen y, und y, im 
Beispiel Tp K = s, — i%/s, = 0,35 1 — 0,18 17/0,65 1 = 0,278 1 betragt, kann nach einer der be- 
kannten Ellipsenkonstruktionen fiir die Halbachsen a =r = 0,21 und b=/s, = 0,131 die 
angenaherte Tragheitspolkurve der Schubstange leicht gezeichnet werden. Die Parallele zur 
x-Achse durch K’ schneidet die Ellipse in dem der jeweiligen Kurbelstellung (z. B. «,) ent- 
sprechenden Tragheitspol J,,. 

Die Bahn des Schubstangen-Schwerpunktes ist bei der Annahme /j? = 0 ebenfalls eine 
Ellipse und zwar von derselben Form und. GréBe wie die angenaherte Tragheitspolkurve ; ihr 
Mittelpunkt Msg liegt auf der x-Achse von M ausim Abstand MMs = s,. (Die wirkliche Bahn 
des Schwerpunktes fiir 24 = / ist eine Kurve vierten Grades mit der x-Achse als Symmetrie- 
linie.) 


(Eingegangen am 5. Marz 1953,) 
Anschrift des Verfassers: Baurat Dipl.-Ing. 0. Tolle, Konstanz (Bodensee), Bahnhofplatz 10. 
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Stange: Uber die Gesetze der Kornverteilung bei Zerkleinerungsvorgangen. 


Uber die Gesetze der Kornverteilung bei Zerkleinerungsvorgangen. 
Von K. Stange. 


1. Einfiihrung; Aufgabenstellung. Bei der technischen Verwendung zerkleinerter fester 
Stoffe spielt ihre Kornverteilung eine wichtige Rolle; sei es, daB man diese Stoffe bis zu einem 
gewissen Grad zerkleinern will, um sie gut miteinander mischen zu kénnen; sei es, da} man 
aus dem Grad der erreichten Zerkleinerung auf die vorhandene Oberflache schlieBen will, weil 
etwa Reaktionszeit, Ausbeute oder Giite bei dem Erzeugnis eines chemischen Vorganges davon 
abhangen. 

Fiir eine auBerordentlich groBe Zahl technisch wichtiger ,,Mahlgiiter‘ (Kohlenstaub, Zement, 
Quarz, Metallpulver und viele andere) 1a8t sich die Kornverteilung iiber einen ausgedehnten 
Bereich des Korndurchméssers hinweg mit guter Naherung durch die Formel von Rosin, 
Rammler und Sperling darstellen}. Sie gibt den auf einem Sieb der Maschenweite x beim Ab- 
sieben zuriickbleibenden Riickstand R (bezogen auf das Gesamtgewicht) durch das Exponential- 
gesetz * ep 

R= oes (1.1) 
wobei a einen die Feinheit kennzeichnenden Korndurchmesser und n ein MaB fiir die Gleich- 
mafRigkeit der Zerkleinerung darstellt. Im Kérnungsnetz, in dem log log R~* iiber log x dar- 
gestellt wird, ist das Bild der Funktion (1.1) wegen 

In In R= n(In x — In a) (1.2) 
eine Gerade. 

Diese Eigenschaft erleichtert die Handhabung, insbesondere die Bestimmung der beiden 
Parameter a und n so weitgehend, daB die RRS-Forme! in der Praxis wohl auch dann ihren 
Platz behaupten wird, wenn sie kein Gesetz, sondern nur eine brauchbare Interpolations- 
formel zur Erfassung eines versuchsmabig gegebenen Tathestandes darstellt, eine Méglichkeit, 
die Rammler stets im Auge behalten hat. Die Forme] (1.1) ist im groBen ganzen aus der Er- 
fahrung herausgewachsen?. Die in diesem Zusammenhang von Fehling durchgefihrten 
wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen, die Rammler 2 erwahnt, sind meines Wissens 
nicht veréffentlicht worden. Die von Bennett ® gegebene theoretische Begriindung befriedigt 
(jedenfalls in der dem Verfasser bekannt gewordenen zusammenfassenden Darstellung von 
Rammler) auch nicht recht. Die Frage ist kiirzlich von Manning * mit Erfolg wieder auf- 
gegriffen worden. Die folgenden Ausfiihrungen sollen ebenfalls ein Beitrag zu der Frage nach 
dem theoretisch zu erwartenden Kornverteilungsgesetz sein. Fiir zwei sehr einfache Zerkleine- 
rungsvorgange I und II werden wir die Kornverteilungen berechnen. Der Vorgang II ent- 
spricht dem von Manning (in etwas anderer Weise) behandelten Fall. Es ist von vornherein 
zu erwarten, daB die entstehende Verteilung wesentlich von der Art des Zerkleinerungsvorgangs 
abhangt. Es gibt also kein in allen Fallen zutreffendes Verteilungsgesetz, worauf schon Ramm- 
ler ® auf Grund zahlreicher Beobachtungsergebnisse hingewiesen hat. 

Das Ausgangsgut sei gleichkérnig und enthalte Ny Kérner vom Gewicht yo. Das Gesamt- 
gewicht ist dann G*¥= Nyy. Die beiden Zerkleinerungsvorgange I und II kennzeichnen wir 
durch die folgenden Vorschriften 


I 

Jedes Korn yo wird zufallsmaBig in zwei Teile 
zerspalten. Dieser Vorgang wird mit allen 
Kérnern pmal wiederholt. Dieses Modell ist 
einem langsam ablaufenden Zerkleinerungs- 
vorgang angepaBt. Ob es wirkliche Verhalt- 
nisse bei einem Mahlvorgang erfaBt, mag zu- 
nachst offen bleiben. 


II 

Jedes Korn y) wird zufallsmaBig in k Teile 
zerspalten. Dieses Modell entspricht in etwa 
einem Zerkleinerungsvorgang, bei dem jedes 
Ausgangskorn yy einmal der Wirkung einer 
zerstérenden Kraft ausgesetzt wird, die so 
gro ist, daB das Korn in zahlreiche Teile zer- 
fallt, die dann praktisch nicht mehr beeinfluBt 
werden. 


E, Rammler, Z. VDI-Beiheft Verfahrenstechnik (1937), S. 161, [1] und (1940), S. 6, [2]. 


1 
2 E. Rammler [1], S.163 und 164. 

3 J.G. Bennett, J. Inst. Fuel (1936), S. 22. 
4 A. B. Manning, J. Inst. Fuel (1952), S. 1. 
5 EK. Rammler [1], 8. 163, Bild 3. 
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Am Ende der Zerkleinerung sind insgesamt 
IN Se PING bzw. No belV, (1:3) 
Teilchen vorhanden. Die den Grad der Zerkleinerung kennzeichnenden Zahlen p und k seien 


geniigend groB. Beide Vorschriften fithren zu unterschiedlichen Verteilungsgesetzen fiir die 
Korngewichte y (bzw. die Korndurchmesser Xx). 


il 
2. Die zufallsmiBige Zerkleinerung einer GriéBe Ly. Abb. 1 Sj ees 
zeigt die Ausgangsgriéfe Ly und eine Reihe von miglichen Lg 
Teilungen in die Stiicke (Li; L3); (Li; L3) usw. Wir wahlen Li Ll" 
die Bezeichnung der Teilstiicke so, daB stets Ln sel, ists : li 
Der Begriff der zufallsmafigen Zerkleinerung soll zwei Vor- pee Li 
aussetzungen erfiillen: (a) Es soll vom Zufall abhangen, an 7] 


welcher Stelle die Aufspaltung in L, und L, eintritt. (b) Alle 
Stellen von Ly seien beziiglich der Zerkleinerung gleich- 
berechtigt. Zerkleinern wir sehr viele Elemente Ly in der 


angegebenen Weise und ordnen die Teilstiicke so, daB das 

kleinere L, stets links liegt, so verteilen sich die Punkte (1) 

unter den eben genannten Voraussetzungen gleichmabig La ie Ly 
fl 


tiber den Bereich von 0 bis L)/2. 


Abb. 1, Zur zufallsmaBigen Zerkleinerung 


_Die Erwartungswerte L, und L, der kleinen und groBen einer GréGBe L, in zwei Teilstiicke 
Teilstiicke von Ly sind demnach ge Mg cen gee 
1 fool 3 Deel 
Ieee tye und Le = Ae ! 1). (2.1) 


Im Abschnitt 7 werden wir das dem allgemeinen Fall entsprechende Ergebnis heranziehen 
miissen. 

3. Das Verteilungsgesetz der Korngewichte fiir den Zerkleinerungsvorgang I. Der erste 
Schritt des Zerkleinerungsvorgangs I erzeugt also ,,im Mittel*‘ aus N, Teilchen vom Gewicht yy 
je N, kleinere mit den Gewichten y. = yo/4 und y, = 3 9/4, wie es Abb. 2 zeigt. Setzt man 
das Verfahren fort, so hat man nach p Schritten insgesamt N* = 2? N, Teilchen mit 

3 \P 
(+) 


y = =H 2 
den relativen Gewichten % | bal ; eal ie ; al a or 


P P Pp 
i}? 5 |e ale 
Man erkennt, daf mit wachsender Schrittzahl das Maximum der Verteilung nach links zu 
kleineren Teilchen wandert, und da& sich der Gesamtbereich, iiber den sich die Verteilung er- 


streckt, mehr und mehr zusammenzieht. Nach p Schritten ist das Korngewicht y, 41 _, an der 
Stelle v 


N | 
und den ,,relativen Haufigkeiten‘ | oP We (o ); 


3? 
Yp+i—e= Fp Yo (ee 0, Me Bi oi ay aay. (3.1) 
Das in der Mitte liegende Korngewicht yy ist bei geniigend groBem p (so daB wir zwischen 
ungeraden und geraden Werten von p nicht zu unterscheiden brauchen) 
3P/2 


YM as. Yo (3.2) 


Damit gilt fiir das laufende Korngewicht y (bei dem wir den Index p+ 1 — » schlieBlich weg- 
lassen) 


P Bdevay) (235 (3.3) 
YM 
Fiir geniigend groBes p diirfen wir die nach Abb. 3 itber dem Bereich 
ay Stare ba 3.4 
ped ace: (3.4) 
liegende binomische Verteilung durch eine Normalverteilung ersetzen. Da nach (3.3) 
In (y/ym)= (» a 5) ioey (3.5) 
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ist, so sind die Logarithmen der Korngewichte y verhaltnisgleich zu te = . Der Zerkleinerungs- | 


vorgang I liefert demnach fiir die Teilchengewichte y in erster Naherung eine logarithmisch- 
normale Verteilung. 


4, Der Siebdurchgang D. Wir setzen die fiir y = In (y/yy) geltende Normalverteilung in die 


Gestalt 
N I ee = oy 4.1 
a(ys) = yaa? #5) 4{e)- a 


Dabei wurde beriicksichtigt, daB die y-Werte nach dem Vorausgehenden den Mittelwert 
fly = 90 haben. Mit of bezeichnen wir die Streuung der y- Werte. Die Verteilung wird also 
durch die zwei Parameter yy und oy gekenn- 


1 He zeichnet. 
Gleichung (4.1) bringt die relative Teilchen- 
zahl N/N* letzten Endes mit dem Korngewicht 7 
in Verbindung. Das ist die bei statistischen 
sory. Untersuchungen itbliche Verknipfung. In der 
Yah Technik beschreibt man Kornverteilungen je- 
0 % ’ doch in etwas anderer Weise. Man gibt die 
# Gewichtsverteilung G/G* itber dem Korndurch- 
4 uy messer x in Form der Siebriickstands- oder 
: Siebdurchgangskurven. Der Grund ist ein- 
y Jeuchtend. Wahrend man den Zusammenhang 
1 
0 % % Y% N/N* 
* 
’ N/N . 
7 
2 
On " 0) 
NN * 
4 
5 —- 5 
i folgae y=in(t) ~ (v-F) +f 
ise % % Yo Tat 7, 7 


Abb, 2, Die Anfangsschritte bei der Entstehung der Korn- Abb. 3. Die Kornverteilung N/N* iitber y =1In (v/7 yy) fiir p = 16. 
verteilung N/N* iiber y. Dargestellt sind nur die Er- 
wartungswerte der Teilstiicke mit den ihnen zu- 
geordneten Wahrscheinlichkeiten. 


Dargestellt sind wie in Abb. 2 nur die Erwartungswerte der 
Teilstiicke mit den ihnen zugeordneten Wahrscheinlichkeiten. 
Die untere waagerechte Teilung fiir y ist als Funktionsteilung 
zu denken. 
zwischen G/G* und x bzw. y meBtechnisch einfach bestimmen kann (z. B. durch eine Sieb- 
analyse oder andere gleichwertige Verfahren), ist das Auszahlen der Teilchen zwar nicht unmég- 
lich, erfordert aber so hohen Aufwand, da8 man diesen Weg nur in Sonderfallen beschritten hat. 
Gleichung (4.1) 1aBt sich mit Hilfe von 


dG=ydN (4.2) 
leicht auf die gewiinschte Gestalt umrechnen. Man findet mit 
Depend) 
a e (4.3) 
nach einfacher Umformung des Exponenten zunachst 
) 1 -ar-ey)t 
d(G/G*) = dD= (x e* ee ee ed Gree Ge (4.4) 
Wy V2a 
wobei 
Bye ea 
Ne wd are (4.5) 


ist. Dabei ist y das mittlere Teilchengewicht beziiglich der Teilchenzahl N*, und mist das zur 
Streuung o;,= 1 normierte Merkmal y. 
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Da der Gesamtdurchgang 


ist, so gilt fiir den konstanten Faktor in (4.4) 


1 


2 
5, 


ee (4.6) 
Damit erhalt man schlieBlich 
1 
Pe oe 
ce e d(n — oy)= p(n — oy) d(n — oy) = O(t) dts (4.7) 


wenn mit p(t) die (zum Mittelwert 0 und zur Streuung 1) normierte Normalverteilung itber 
=n —oy bezeichnet wird. 
Uber der geeignet zu wahlenden dimensionslosen Veranderlichen 


1] y 1 oO 
t= mn (7) ee in (Z)  — Alny — B (4.8) 


YM Oy 


ist die Durchgangsdichte (dD/dt) eine normierte Normalverteilung. Infolgedessen wird ihre 
Summenlinie D(z) im Wahrscheinlichkeitsnetz mit logarithmischer Merkmalteilung durch eine 
Gerade dargestellt. Da das Ge- 


wicht kugelférmiger Teilchen ed ieee 
y= (2/6) s x8 ist, so wird Iny a 

= 3lnx-+C. Esist demnach bei 
logarithmisch-normalen Korn- te i 


verteilungen ganz gleichgiiltig, 
ob man als kennzeichnendes 
Merkmal das Gewicht y oder den 95 aE 
Durchmesser x der Teilchen 
wahlt. AuBerdem ist es belang- 
los, ob man an Stelle der bisher 80 
gewahlten natiirlichen Logarith- 

men die auf die Basis 10 be- ae 
zogenen benutzt. : 


5. Die Einfiihrung meBtech- 40 
nisch leicht zuganglicher Para- 
meter. Von diesen Tatsachen | 
gehen wir aus, um die bisher be- 
nutzten Parameter yy und oy der 
Verteilung durch solche Para- 
meter zu ersetzen, die der Mes- 
sung unmittel bar zuganglich sind. 
Gegeben sei also in Abb. 4 die 
Siebriickstandskurve R(x) bzw. 
die fiir unsere Zwecke etwas be- 
quemere Durchgangskurve D(x) 


Maschenwerte= Korndurchmesser £ 


i mm 70 


G 
a’ Bz L 


= 1 — R(x) im Wabrscheinlich- 

; i i j =f} & 0 E" E=1g (2/zz) +7 
keitsnetz mit logarithmischer 2 
Merkmalteilung. Sie entsteht, Abb, 4. Der Siebdurchgang D tiber der Maschenweite x im Wahrschein- 


lichkeitsnetz mit logarithmischer Merkmalteilung. Zeichnerische Ere 
mittlung der kennzeichnenden Parameter x, und o¢ = 1/2 (&’? — &). 


indem wir durch die MeBpunkte 
P, (x,, D,) eine ausgleichende 
Gerade legen. Die Gerade bestimmt bei D = 1/2 den Zeniralwert x, der Kornverteilung und 


damit auch den Zentralwert 


Vg > S % (5.1) 


der Korngewichte. Die beiden Werte D’ = 0,159 und D’” = 0,841 geben auf Grund einer be- 
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kannten Eigenschaft der Normalverteilung die Streuung o2 bzw. die Standardabweichung 0; 


durch : : 
Leer id vs 
= +(E"— f= zie (S)=5 18 (5). (5.2) 


Der Korndurchmesser x, bzw. das ihm zugeordnete Korngewicht y, ist dadurch ausgezeichnet, 
daB die eine Halfte der Verteilung (dem Gewicht nach) aus feineren und die andere aus groberen 
Kérnern als x, baw. y, besteht. Auf einem Sieb mit der Maschenweite x, bleibt demnach die 
Halfte des Gewichts als Riickstand liegen. 


Fiir das in Abb. 4 eingezeichnete Beispiel ist x, = 0,18 mm und o; = 0,218. Die MeB- 
punkte entsprechen der Siebanalyse von Eisenberger Quarzsand 5 II’. 


Manche Formsande (wie das Beispiel) geben recht gut eine logarithmisch-normale Ver- 
teilung; andere weichen erheblich davon ab. Bei zahlreichen in dem unten genannten Buch 
zusammengestellten Analysen reicht die Genauigkeit nicht aus, um die Entscheidung zu treffen. 
Wenn etwa fiir die letzte, in einer Verteilung wirklich vorkommende Kornklasse 0,3 mm bis 
0,6 mm der Wert 28% genannt wird, so mag diese Angabe ausreichen, um den Sand nach seiner 
Brauchbarkeit in der GieRerei zu beurteilen. Die grobe Einteilung geniigt aber nicht, um die 
notwendigen Punkte P, der Summenlinie so genau festzulegen, daB man entscheiden kann, 
ob eine logarithmisch-normale Verteilung vorliegt oder nicht. 

Mit Hilfe der oben eingefiihrten 


(1) Pe NEEM Nn (DAWN rin Parameter x, (bzw. y,) und o; wird die 
fe ma (ies 10 42 Durchgangsdichte eine normierte Nor- 

Ae | 9 malverteilung tiber der Veranderlichen 
10 steal a Ss 1) 


r= 


é = Ig (x/ xz) oe Ig (y/yz) . (5.3) 


OE GE 3 OE 


fl 
i 


Obertlachenkennzahl ¢ Fsx_=F /fnin fir den O¢-Bereich 1 


Vergleicht man (5.3) mit (4.8), so ge- 
winnt manunmittelbar die Gleichungen 


oy = 31n 100; (5.4) 


i) 


a 


und 


9 


yu=yee CRM A Neel 


welche die alten Parameter (yy; oy 
mit den neuen (y,, o;) verkniipfen. 


6. Die Kennzahlen fiir den Zer- 
kleinerungsgrad und die bezogene Ober- 
flache. Ein anschauliches MaB fiir die 
erreichte Zerkleinerung ist die bezogene 
Kornzah] N*/G*, d.h. die Zahl der 
Korner je kg Mahlgut. Die bei einem 
gegebenen Zerkleinerungsgrad vor- 


%S 


Nishant! as 08 1 oglll) handene bezogene Oberflache F, d. h. 
040601 75 G2 0218 0,25 33 die Oberflache je kg Mahlgut, messen 
Abb. 5. Zur Ermittlung der Kennzahlen N*/N*;, fiir die bezogene | Wir durch die dimensionslose Ober- 
Teilchenzahl und F/F,,;, fir die bezogene Oberflache. flachenkennzahl F's x,/6. Beide Kenn- 


werte wollen wir durch die oben ein- 
gefiihrten Parameter (x,, y,, os) ausdriicken. Aus (4.6) und (5.5) folgt 


1 
foe (3 In 10 oe)? 


Va N* Va 

ae Ge — rage e (6.1) 
Fir o; = 0 liegt gleichkérniges Gut vom Korngewicht y = konst. = y, vor. Dann gibt (6.1) 
einfach N*y, = G*, wie es sein muB. Mit zunehmender Streuung o; wachst die dimensionslose 


Kennzahl y, N*/G* fiir den Zerkleinerungsgrad rasch an, was auch anschaulich klar ist (Abb. 5). 
Schiebt man namlich je n Teilchen vom Gewicht yz »spiegelbildlich‘ zu y, nach rechts und 
1 W. Magers und E. Wagner, Untersuchungsergebnisse von GieBerei- Quarzsanden, S. 11, Diissel- 


dorf 1952. — Der Sand (nach DIN 52 401) stammt aus den Sand- und Tonwerken Kriegsheim, Eisen- 
berg (Pfalz). 
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links hinaus nach yr = xy, baw. yy, = (1/x) y., so entstehen daraus n/x baw. n- x Teilchen. 
Die durch diese MaBnahme zusitzlich entstehende Teilchenzahl ist 


nm nm 
(Ftnx|—2 mc (iti 1 eS 


Bei gegebenem y, hat gleichkérniges Gut demnach die kleinste Teilchenzahl 


Fiore catia | (6.2) 


& 


Fir die eingangs genannte Oberflachenkennzahl kugelférmiger Teilchen liefert eine ein- 
fache Rechnung, die nicht in allen Einzelheiten hingeschrieben werden soll, die Beziehung 


1 
— (In 10 o¢e)2 
A Fsxse?' oe (6.3) 
Die beiden Kennzahlen sind wegen (6.1) durch die Beziehung 
Baits | ae (6.4) 
(Lax —22 | 
verkniipft. Gleichkérniges Gut mit o; = 0 besitzt die kleinste Oberflachenkennzahl 
(5 Fs] Sai (6.5) 


7. Das Verteilungsgesetz der Kornge- 
wichte fiir den Zerkleinerungsvorgang II. 
Jedes Korn vom Ausgangsgewicht yo wird 
im Falle Il zufallsmafig in k Teile zerspal- 


Teilchenzah/ N 


ten. Unter k stellen wir uns eine geniigend Ny No 
groBe Zahl vor. Die bei dieser Art der Zer- 
kleinerung aus yp entstehenden Teilchen be- 
zeichnen wir mit 
, , , y, , 0 
Vko Yk—1> Yk—-2:-°++ Vio Vo Of Hey Prt Prev — Korngewicht p Wi 
und denken sie so geordnet, daB Abb. 6. Die Verteilung der Korngewichte yz, bei der zufalls- 
‘ 7 miBigen Zerkleinerung eines Kornes vom Ausgangsgewicht 
ORn Bp <> 7 <3 <1 <0 y, in k=10 Teile. 
ist. Insgesamt haben wir dann kN, = N* 
Teilchen. 
Die Erwartungswerte fiir y,, yx_1.--- 
sind + 
_ 4% 1 
eer ke? 
Yo ib iH 
Yr-1 re G es 1 (#) 
real 
% [1 ha Ah publ (7.1) 
A oe ae ae ees les 
1 1 1 a j ; 
4 = ae Zi ae Peat 5 | 1) ' bs Feat Jey — Korngewicht y 14 
a SESS se A A ES a eS 
k k-v 2 7 


Jedem dieser k Erwartungswerte ist die Abb. 7. Aus der kammformigen Verteilung der Abb. 6 entsteht 
gleiche Teilchenzahl No zugeordnet Glei- angenahert eine stetige Verteilung. (Die Rechtecke besitzen 
: gleichen Flacheninhalt). 
chung (2.1) war der Sonderfall k = 2. Man 
bestatigt leicht, da die Summe aller k Erwartungswerte 
k—1 


ps Vk—» = Yo 
¥=0 
ist, wie es sein mu. 


1 W.A. Whitworth, Choice and Chance. London 1901. 
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Fir k = 10 ist die fiir y,_, entstehende kammférmige Verteilung in Abb. 6 dargestellt. 
Wir machen daraus eine stetige Verteilung, indem wir die N, Teilchen vom Gewicht yx_, 
gleichférmig auf den geschrafften Bereich 


1 
Your — Prov = 2 p= Ape (7.2) 


verteilen, wie es Abb. 7 zeigt. Dann ist die mittlere Dichte dN/dy der Teilchenzahl N in dem 
eben genannten Bereich 


dN N 

—— = —kh(k—y¥). 1.3 

Gerke Yo ( ) foe) 

Fithren wir hier das mittlere Korngewicht y beziiglich der Gesamtteilchenzah] N* = kN, durch 
Cx No ¥ MY 

) = He a 7 (7.4) 


ein, und gehen zur Dichtefunktion der re] ati ven Teilchenzahl ttber, so kommt 


1 dN 1k—y» 
f& fea et oS (7.5) 


Diese Dichte wollen wir mit dem Teilchengewicht y;,_, 41, am Anfang des Bereichs verkniipfen. 
Nach einer bekannten Abschatzung gilt in erster Naherung 
hb 


] 1 il ee k 
k | Rees hee Cee ee ~ ava In (7). (7.6) 
ky 
Daraus wird mit (7.1) und (7.4) 
= k 
Vieng = yin es (7.7) 
oder 
YVk—y +1 
k—y SeciaG ae 
ae is ; (7.8) 


Setzen wir diesen Ausdruck in (7.5) ein, so erhalten wir fiir geniigend groBe k die Dichte- 
funktion der Teilchenzahl in der Ge- 
stalt 


%; 
VGN oghlepepece 


N* dy = p e D) (7.9) 
oder dimensionslos geschrieben, 
y 
d(NIN*) > 
—__ 10 
divs) * sie 


Die relative Teilchenzahldichte folgt 
in Abhangigkeit vom Gewichtsverhalt- 
nis v= ¥/y einer Exponentialfunktion 
(Abb. 8). 

8. Der Siebdurchgang D; die Kenn- 
retinas yy ale Toleas pha nota cle eepeass stokes fa die eeagetie Reer ke eaeee re 

: ? Sa RE xponentialfunktion fiir die bezogene Oberflaiche. Mit Hilfe 

dieses einfachen Ergebnisses gehen wir 

nun zum Siebdurchgang D(x) tiber. Die dN Teilchen vom Einzelgewicht y besitzen das Ge- 
samtgewicht 


dG=ydN= s »N* d(N/N*)= G* + d(N/N*). (8.1) 
Mit (7.10) wird daraus 


dD= 2, dG=Le 7 a(Z\= ver i (8.2) 
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Fiihrt man hier den Korndurchmesser x fiir kugelférmige Teilchen durch 
y= = s x8 (8.3) 


und einen geeigneten mittleren Durch- 
messer x durch 


y= ase (8.4) 


ein, so erhalt man schlieBlich als Durch- 
gang D, 


D=1—(l+v)e-* | 
<1 +H), J 

und als Riickstand R (Abb. 9) 
R=(1-+ v) e~— °= (1+ &) e-* (8.6) 


(8.5) 


e 0 2 fies th 
mit ? 
y Abb. 9. Der Siebriickstand R iber dem Gewichtsverhiltnis » = y/} 
ee = ES roe und dem Durchmesserverhaltnis € = x/x der Teilchen fir die 
tes y ae. und f= a (8.7) Manning-Verteilung. 


Der hier gewahlte Bezugsdurchmesser x bedeutet streng genommen nicht den mittleren 
Durchmesser x beziiglich der gesamten Teilchenzah] N*, sondern die durch (8.4) mit Hilfe von y 
erklarte HilfsgréBe. Fiir x gilt mit (7.10) 


B= 5s | -aN= S [ses do (q)! = 0,993 a=, 


Der Unterschied zwischen x und x ist also praktisch ohne Bedeutung. 
Es soll noch gezeigt werden, daB der durch (8.6) gegebene Riickstand im Kérnungsnetz 
(nach Rosin, Rammler und Bennett) nahezu durch eine Gerade dargestellt wird. 


a 
09 19? 19°17 1 0 
Abb. 10. Die durci die Einzelpunkte dargestellte Funktion » (§) laBt sich im 
Bereich 0,6 <&<1,7 gut durch die als Gerade erscheinende Potenzfunktion 7 = « &” annihern, 


Zu dem Zweck setzen wir 
R(E)= (1+ é8) e-# = e-1 6) 
und bestimmen 7 als Funktion von &. Damit Ubereinstimmung besteht, muB 
nH (é)— §° — In (l-¢*) (8.8) 
sein. Stellt man den Zusammenhang zwischen 7 und & nach Abb. 10 in einem zweifach log- 


arithmischen Netz dar, so sieht man, daB 7 (é) fiir 0,6 <& < 1,7 mit sehr guter Annaherung 
durch eine Potenzfunktion 


n=ob™ mit a= 0,30 und n74,6 (8.9) 


ersetzt werden kann. In dem genannten Bereich liegen aber nach Abb. 9 rund 94% des Ge- 
samtgewichts der Kornverteilung. Der Riickstand R ist demnach fast im gesamten Bereich 
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in guter Naherung in der Gestalt 
R(é) = e-#= (8.10) 


darstellbar. Diese Form gibt im Kérnungsnetz der Abb. 11 eine gerade Linie, allerdings mit 
einem wesentlich héheren Exponenten n als man im allgemeinen beobachtet. Beriicksichtigt 
man die normalerweise stets vorhandene Streuung der MeBwerte, so wird man bei der in 
Abb. 11 gegebenen Sachlage keine Bedenken haben, das Verteilungsgesetz von Rosin und 
Rammler als giiltig anzunehmen. In Wirklichkeit gehorcht die dargestellte Verteilung aber 
einem ganz anderen Gesetz, und die RRS-Formel (8.10) ist in diesem Falle nur eine brauchbare 
Interpolationsformel fiir die gemessenen Zusammenhange. Durch das zur Darstellung im 
Kérnungsnetz notwendige mehrfache Logarithmieren werden auch Zusammenhange von 
ganz anderer Gestalt als (8.10) tiber gréBere Bereiche hinweg fast geradlinig. Das Beispiel 
zeigt, daB auf Grund des im Kérnungsnetz dargestellten versuchsmafigen Befunds die Ent- 
scheidung nicht immer mit ausreichender Sicherheit méglich ist, sondern daB Vorsicht an- 
gebracht ist. 


A Las Auch fiir die Verteilung (8.6) lassen sich die im Abschnitt 6 


ss | . eingefiihrten Kennzahlen y, N*/G* und Fsx,/6 leicht berechnen. 
R = 1/2 gibt die Bestimmungsgleichung 
5 an 
a ioe il 
he es 
20) = = 
jing ee al ef fiir den Zentralwert v, von v mit der Lésung v, = 1,678. 
Damit wird die Kennzahl fiir den Zerkleinerungsgrad 
60 
EE ERs ry Soe ay 8.11 
i Ge y # pies ee! 
S Die Oberflachenkennzahl ist 
1 1 = Xz 
90 . Pde RE eae 
5 F sx, (3 Fs3) (2) 
ad ; Eine einfache Rechnung liefert die Zahlenwerte der Faktoren 
ib = r : o 
08 see [ =" Leh S a 1 = 0,903 
6 ' 3 
0 
He und 
Korngrible x =€ Kes Bo 
935 x aie es — 
ree ee TS == &, Vv, = 1,188 , 


Abb. 11. Der Siebriickstand R (der all 
Manning-Verteilung) nach (8.6) wird im also 
Kérnungsnetz nahezu durch eine Gerade 


dargestellt, = F's x, = 1,073 . 


Bemerkenswert ist die Tatsache, daB beide Kennzahlen sich in der gewahlten dimensionslosen 
Darstellung auf konstante Werte reduzieren, weil die Manning-Verteilung im Grunde genom- 
men nur einen wesentlichen Parameter (y oder y,) enthalt, wihrend in der logarithmisch- 
normalen Verteilung zwei voneinander unabhangige Parameter von Bedeutung sind, yom und oy 
oder y, (bzw. x,) und o:. 


9. Zusammenfassung. Fir Zerkleinerungsvorginge, bei denen der Elementarvorgang zu- 
fallsmaBig in einfacher Weise ablauft, 14Bt sich die entstehende Kornverteilung berechnen. Fiir 
die in der Einfithrung naher beschriebenen Zerkleinerungsvorgange I und II geniigt die Dichte- 
funktion dN/dy der Kornzahl N in Abhangigkeit vom Korngewicht y entweder einer logarith- 
misch-normalen (I) oder einer einfachen Exponentialverteilung (II). Durch einfache Um- 
rechnung gewinnt man daraus die in den Anwendungen zur Kennzeichnung einer Kornverteilung 
benutzten (meBtechnisch leicht zuganglichen) Siebriickstands- oder Siebdurchgangskurven. 
Mit Hilfe anschaulicher Parameter, die man ohne Rechnung unmittelbar aus der gemessenen 
Riickstandskurve ermitteln kann, lassen sich einfache dimensionslose Kennzahlen (.N* y./G*) 


fiir den Zerkleinerungsgrad und (F's x,/6) fiir die bezogene Oberflache kugelférmiger Teilchen 
herleiten. 
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Bei der Festlegung von statistischen MaBzahlen fiir die Verteilungen (mittlere KorngréBen 
und dgl.) hat man zu unterscheiden, ob man diese Werte beziigl. der relativen Teilchenzahl 
N/N* oder beziiglich des relativen Gewichts G/G* erklart. Im vorstehenden wird beispiels- 
weise als kennzeichnender Korndurchmesser der Zentralwert x, (bzw. das ihm zugeordnete 
Korngewicht y,) beziiglich des Siebriickstandes benutzt. Demnach stellt x, den Halbwert des 
Korndurchmessers dar, d.h. auf einem Sieb mit der Maschenweite x, bleibt die Halfte des 
Gesamtgewichts als Riickstand liegen. 

Die im Falle I entstehenden logarithmisch normalen Verteilungen sind praktisch ver- 
wirklicht bei manchen im Giefereiwesen benutzten Quarz-Formsanden und bei den Ent- 
staubungsgradkurven von Entstaubungs- bzw. Trennvorgangen |, 

Die Handhabung dieser Verteilungen ist deshalb besonders bequem, weil nicht nur die vor- 
hin genannte Kennlinie dN/dy der Teilchenzahldichte, sondern auch alle anderen praktisch 
wichtigen Kennlinien (Siebriickstandskurven, Oberflachenverteilung u. a.) wieder logarithmisch)- 
normale Verteilungen werden, deren Parameter in einfacher Weise aus zwei (beliebig wahlbaren). 
Grundparametern hervorgehen. 

10. Zur Berechnung der spezifischen Oberfliche von Kornverteilungen. Im Anschlu8 an 
die vorausgehenden Betrachtungen sei noch ein Hinweis zur Berechnung der spezifischen Ober- 
flache gegeben, wenn die Formel von Rosin, Rammler und Sperling fiir die Kornverteilung zu- 
grunde gelegt wird. 

Geht man von der unter (1.1) gegebenen Formel aus und berechnet die spezifische Ober- 
flache F des Mahlgutes, so findet man fiir die dimensionslose Oberflichenkennzahl (Fsa/6) 
von kugelférmigen Teilchen den Ausdruck (s = spezifisches Gewicht des Mahl gutes) 2 


Bae Bees 
7 Fsa= [ Wa 6 Sad J(- S| mt — &) d (10.1) 


Die Grenzen des Integrals, 


a 


Sei und aay (10.2) 


werden (nach einem auf Rammler zuriickgehenden Vorschlag) durch die Bedingung festgelegt, 
daB der links von a und rechts von f liegende (bei der Berechnung von F' vernachlassigte) 
Gewichtsanteil des Mahlgutes je 0,1% = 10-% betragt. Danach ist R(a)= e-*= 0,999 und 
h(p)\— eo? =— 0,001 oder 


a= 1,00-10-* und f=6,91 (10.3) 


zu setzen. Die Grenzen a und f des Integrals (10.1) sind also von n unabhiangige feste Zahlen- 
werte. 

Die folgende Bemerkung rechentechnischer Art bezieht sich auf das Integral] (10.1). Es soll 
eine Naherungsformel mit Fehlerabschatzung hergeleitet werden. Abkiirzend wollen wir 
1/n=k setzen. Fiir praktische Zwecke benétigt man den Zahlenwert J (— k) des Integrals 
(10.1) etwa fir 055 <n< © oder 0< k <2. In seiner (fiir die praktische Verwendung 
sehr niittzlichen) Arbeit hat Matz dieses Integral auf folgende Weise berechnet: Die Exponential 
funktion e—Y wird in eine Potenzreihe entwickelt, dann wird gliedweise integriert. Das ist ein 
ziemlich mithevoller Weg; einmal, weil man rd. 20 Glieder der Reihe aufsummieren mu8, um 
das Ergebnis ausreichend genau festzulegen; zum andern ist die Abschaitzung der mit diesem 
Aufwand wirklich erreichten Genauigkeit nicht ganz einfach. Als untere Grenze a gibt Matz 
den von (10.3) abweichenden Wert 0,922 - 10-%. Dieser Wert kommt aus einer von Rammler 
angegebenen Naherungsformel, in der log e = 0,434... zu 0,4 abgerundet wurde. Als obere 
Grenze wahlt Matz (ohne die Genauigkeit zu beeintrachtigen) B = 7. 

ZweckmaBiger ist der folgende Weg zur Berechnung. Der Integrand von (10.1) wird 
bei y = 0 unendlich. Diese Singularitat kénnen wir aber beseitigen, indem wir auf J(— k) 
Produktintegration anwenden. Es wird 


GS ears tans SO ee (10.4) 


1—k 


1 F, W. Mayer, Schriftenreihe ,,Staub‘+, Heft Nr. 28 (1952). 5S. 10, Bild 8. 
2 G. Matz, Ing.-Archiv 20 (1952), S. 20, Gl. (5) mit f = 1. 


ry . . . . A: hi 
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1 — k) von y stets zwischen 0 und 1. 
Ist n > 1 oder 0< k< 1, so liegt der neue Exponent ( 1 
Dene Verhalten erleichtert nicht nur die Berechnung sondern auch die Fehlerabschatzung 
ganz wesentlich. Man findet bei geeigneter Abschitzung nach langerer Rechnung, deren 
Einzelheiten unterdriickt werden sollen, 


J SS a L5 , 10 ° 10.6 


Liegt der Exponent k zwischen | und 2 (mit Ausschlu8 der Grenzen), so wendet man zwei- 
mal Produktintegration an und gelangt schlieBlich zu der Naherung 


J = 1 3 (k —2) 10.7 
UE a Toor (10.7) 


Damit haben wir sehr handliche Formeln fiir J(— k) gewonnen, deren Genauigkeit mit ein- 
fachsten Mitteln beurteilt werden kann. 


J(-k) 
wa 


500 ——} i 


200 it 


700 |- 7 


50 


20 


70 


k=1/n 
G2 O,¢ 0,6 10 49 2,0 


7 


a1 


Abb. 12. Die dimensionslose Oberflichenkennzahl (1/6 Fsa)=J (— k) 

fiir kugelférmige Teilchen in Abhangigkeit von k = 1/n. Vollkreise nach 

der Rechnung von Matz; Leerkreise nach den Naherungsformeln (10.5), 
(10.7) und (10.9), 


Setzt man das Verfahren fort, so gewinnt man fiir J(— k) 
Art, als sie von Matz hergeleitet wurde. Die durch (10.5) 
kommt jedoch den Erfordernissen der Rechnung mehr entgegen. Da wir uns fiir die prak- 


tische Verwendung auf den Bereich 0< k <2 beschranken kénnen, so bendtigen wir die 
weiteren Reihenglieder nicht und verzichten darauf, sie ausfithrlich hinzuschreiben. 


eine Reihenentwicklung anderer 
und (10.7) angedeutete Gestalt 


1 Die Abschatzung enthalt den in (10.4) mit der Naherung e~ * ~1 verbundenen Fehler nicht, 
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Eine gesonderte Betrachtung ist fiir die Falle n = 1; poaatigste Oder Ky ==. 14, 24 3.tee aa obs 
wendig. Hier fithrt die Produktintegration mit entsprechenden Vernachlassigungen auf 


Be le eel Yd A 10 Ji 1) 


(10.9) 
2+ JF (—3)=|-y tes]? — J(— 2) ~ G i F(a) 108 J(—2), | 
usw., wobei 
B oo co 
= | oT dy= | eos | Ae (10.10) 
oe a B 


ist. Das letzte Integral findet man als Exponential-Integral Ei zahlenmaBig vertafelt 1. Es 
ist namlich 
J (— 1)= — Ex (— a)+ Ei (— 8), (10.11) 


wobei der zweite Summand fiir S = 7 den Wert Ei (— 7) ~ — 0,00012 hat und damit im Ver- 
gleich zum ersten vernachlassigbar klein ist. Es bleibt also mit praktisch ausreichender 
Naherung 


J(— 1) = — Ei (— «)= 6,33 fir a=1073- (10.12) 
Damit sind alle Schwierigkeiten zur Berechnung des Integrals (10.1) aus dem Wege geréumt. 

Abb. 12 zeigt das Ergebnis der Rechnung. Die als Vollkreise eingetragenen Punkte wurden 
von Matz auf dem anderen eingangs beschriebenen Wege gefunden. Einige seiner Werte? be- 
diirfen streng genommen kleiner Verbesserungen, die aber in Anbetracht der sonstigen Un- 
sicherheiten, die in die Berechnung einer spezifischen Oberflache eingehen (Abweichungen 
von der Kugelgestalt, Oberflachenrauhigkeit u. a.), nicht von Belang sind, und die bei dem 
in Abb. 12 gewahlten MaSistab gar nicht sichtbar werden. 

Die vorstehenden Betrachtungen 
werden sich als niitzlich erweisen, 
wenn man zur Berechnung der 
spezifischen Oberflache F eine Korn- 
verteilung in zwei Anteile auf- 
spalten muB, einen Feinanteil I und 
einen Grobanteil Il. Das kann in 
folgendem Zusammenhang notwen- 
dig sein (Abb. 13). 

Mit den wirklich beobachteten 
Exponenten n=1/k gibt die RRS- 
Forme] (1.1) in vielen Fallen unend- | | 
lich groBe Werte fiir die Gesamt- is lees ea ae 
oberflache und fast in allen Failen 
unendlich grobe Werte fiir die Ge- are “ 
samtzahl der Teilchen, wenn Man Abb. 13. Zur Aufteilung des Gesamtgewichtes G* in einen Feinanteil @, 
den Grenziibergang x— 0 ausfiihrt. mit x < Xkmin und eines Gacbentey err mit * >x,,;,- Die Oberflichen- 

C : kennzahl des Grobanteils IJ ist nach der RRS-Formel 
Auf der andern Seite kann nicht 
bestritten werden, daB die Glei- 
chung (1.1) fiir sehr viele technisch 
wichtige Mahl giiter den wirklichen Verlauf der Kornverteilung in weitem Bereich so gut wieder- 
gibt, daB kein AnlaB besteht, in diesem Bereich nach einer besseren Naherung zu suchen. Will 


Rk Aickstand 


WITH Verlauf 
Naherung RRS 


10 


G* ( 
1/6 Fy7;sa = —— J(—k; 4). 
/ [I G 3 

IT 


1 Jahnke-Emde, Tafeln héherer Funktionen, $.1 und S. 6, 4. Aufl. Leipzig 1948. — Da die Tafel 
fiir Ei (—a) in der Nahe von 0 nur die Schrittweite Ja = 0,01 besitzt, so muf man allerdings 
0,01 . +. . . 
JS yte-ydy susatzlich berechnen, falls die untere Grenze «1 < 0,01 ist. Dafiir reicht aber im 
“a<0,01 
Rahmen unserer Betrachtungen die Naherung 


0,01 0,01 
vate —9 dy Oy /j——— (2 lm 10) Ino | 
a o 


aus. 


2 Ing.-Arch. 20 (1952), S. 22, Tabelle I. 
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man dann die Entartung der Kennzahlen fiir x > 0 vermeiden, so kann man in solchen Fallen 
aus der Gesamtverteilung einen Feinanteil I, entweder nur gedanklich oder tatsachlich durch 
einen Sicht- oder Trennvorgang abscheiden. Der Rest, der Grobanteil IJ, besitzt dann einen 
kleinsten Korndurchmesser %min- Falls die Gesamtverteilung nach Abb. 13 fiir *> %min aus- 
reichend genau der RRS-Formel folgt, dann wird die Oberflache O;,; des Grobanteils II 


co e 
Ong SRE BAK Le (10.13) 
s x Ss x 
Mit (x/a)"= y und R = e-Y wird daraus 
oo 1 
is cs s f) oH | yo 7 ey dy= J (ken). (10.14) 
a 
Die Zahlenwerte von J(— k; a) bestimmt man aus 
gu hese : 1 
J (—k; a) =(— k)! eye fir 0. he ax i (10.15) 
und 
amen” a 
J (— k; a) = (— k)! —- = (1 | sa fie lg kas (10.16) 


Fiir ganzzahlige Werte von k benutzt man(10.12) und (10.9), wobei man in allen Fallen anstelle 
der frither gewahlten unteren Grenze des Integrals a = 10-3 jetzt einen anderen durch a = 
(Xmin/@)” gegebenen Wert einsetzen mu. 

Der Feinanteil I geniigt in zahlreichen Fallen einer logarithmisch normalen Verteilung ', 
fiir welche sich die Oberflachenkennzahl (F's x,/6); ebenfalls in einfachster Weise ermitteln ]aBbt, 
wie vorher gezeigt wurde. Ist das Gesamtgewicht G* = G; + Gy, so folgt die bezogene Ober- 
flache F der aus I und II bestehenden Mischung aus 


G* ie G, Fy; + Gy Fy, . (10.17) 


Mit der geschilderten Aufspaltung wird man in vielen Fallen bereits bessere Werte fiir die 
Oberflachenkennzahl erhalten, als man auf Grund der eingangs beschriebenen willkirlichen 
Begrenzung der Verteilung bei « = 10-° erwarten kann. Selbstverstandlich kann man auch 
bei der Aufteilung jede Rechenarbeit vermeiden, wenn man die Kennzahl J(— k;«) in Ab- 
hangigkeit von k= 1/n und a= (%m;,/a)” ein fiir allemal in Zahlentafeln oder Nomogrammen 
darstellt, was jedoch an dieser Stelle nicht weiter ausgefiihrt werden soll. 


1 /F, W. Mayer, Schriftenreihe ,,Staub‘‘, Heft Nr. 28 (1952), S. 9 bis 12. 


(Eingegangen am 16. Marz 1953.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. K. Stange, Karlsruhe, Technische Hochschule. 
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Einige erginzende Bemerkungen zum Aufsatz 
des Herrn Woinowsky-Krieger im Ingenieur-Archiv Bd. XX, Seite 391. 


Von W. T. Koiter. 


Die bemerkenswerte: Arbeit iiber keilférmige Platten des Herrn Woinowsky- Krieger [Ing- 
Arch. 20 (1952), S. 391] habe ich mit besonderem Interesse gelesen, weil ich dasselbe Problem 
unabhangig vom Herrn Woinowsky- Krieger fiir etwas andere Belastungen (kontinuierlich ver- 
teilte Biegemomente und Querkrifte auf dem freien Rande) untersucht habe, ebenfalls mit der 
Mellin-Transformation. Auf Grund meiner noch nicht veréffentlichten Untersuchung méchte 
ich einige erginzende Bemerkungen zu dem Aufsatz des Herrn Woinowsky- Krieger machen. 

1. Die Wahl des Integrationsweges o = — 1 fiir die Mellinsche Umkehrformel wird in der 
Arbeit des Herrn Woinowsky-Krieger nicht naher begriindet. Ein Integrationsweg in einem 
anderen analytischen Streifen der s-Ebene wiirde jedoch die mathematischen Voraussetzungen 
fiir die Giiltigkeit der Mellinschen Umkehrformel nicht verletzen und wiirde zu einem villig 
anderen Verhalten der Durchbiegung im Unendlichen und in der Nahe der Ecke fithren. Aber 
nur ein Integrationsweg in dem analytischen Streifen der den Punkt s =—1 enthilt 
erfiillt die mechanisch fast selbstverstandliche Bedingung, da®B das mit der Mellin- 
schen Umkehrformel erhaltene tangentiale Biegemoment nach rintegrierbar sein soll und hierin 
findet sich die Begriindung des Integrationsweges o = — 1. 

2. Das Ergebnis, daB das Randmoment m,, fiir » = 0 schon bei einem Offnungswinkel 
& =7/2 mit r—> 0 gegen Unendlich geht (S. 394), steht in Widerspruch mit meiner Unter- 
suchung, nach welcher dieses Moment endlich bleiben soll fiir r—0. Auswertung der Formel (21) 
des Herrn Woinowsky- Krieger mit Hilfe der Residuenrechnung fithrt aber auch zu dem end- 


lichen Wert my = — (2/2) P. Mit Beriicksichtigung von drei Gliedern lautet die fiir r < ry 
konvergente Entwicklung des Randmomentes 
0,3523 2,8231 
yee PS = 1,280 & ae 0.152 ait (0.916 fn a + 0,005 cos (0.916 mz] ia) I. 
\ 2 rap if) To Jil \ To i} 


Fir r/r, = 0,01, bzw. 1 sind die hiermit errechneten Werte des Randmomentes —1,318 P und 
—0,295 P gegeniitber —1,24 P und —0,300 P als Ergebnis der numerischen Integration des 
Herrn Woinowsky-Krieger. Der Unterschied im Punkte r/r)= 0,01 
betragt 6% und diirfte von Ungenauigkeiten der numerischen Inte- [”# 
gration herriithren; dies wurde bestatigt durch eine genauere 
numerische Integration im Punkte r/ry = 0,01, die Here J. A. Sparen- 

berg fiir mich durchgefiihrt hat mit Schritten Ju = 0,05 statt den 

von Herrn Woinowsky- Krieger benutzten Schritten Ju = 0,1. Das 
Ergebnis dieser genaueren numerischen Rechnung stimmt auf 

4 Stellen genau mit dem Ergebnis der Residuenrechnung. 

3. Fiir eine Platte mit einem Offnungswinkel « =a/2 ist der 
Verlauf des Randmomentes mj) in der Nahe der Ecke fiir eine Quer- 
kontraktionszahl y> 0 wesentlich verschieden vom Verlauf fiir y = 0. 

Fir vy > 0 ist mo = 0 fiir r = 0, und der Verlauf ist qualitativin op 
Abb. 1 an gegeben. 

4. In der Diskussion der Formel (31) bemerkt Herr Woinowski-  .1. 1 panamoment fir eine 
Krieger (S. 396), da®B das Einspannmoment bei einem Offnungs- — Querkontraktionszahl » > 0. 
winkel « = von der Ordnung (7)/r)4 mit ne gativem Vorzeichen 
unendlich wird. Diese Aussage verkennt den oszillierenden Charakter der Singulari- 
tit in der Ecke, herrithrend von den trigonometcischen Funktionen von :¥% kl1n r/ro. 


(Eingegangen am 4, April 1953.) 
Anschrift des Verfassers: Professor W. T. Keiter, Delft (Holland), Nieuwelaan 76. 
Bemerkung des Herausgebers: Herr Woinowsky- Krieger hat den vorstehen- 
den Ausfiihrungen des Herrn Koiter in allem Wesentlichen zugestimmt. 
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Theorie des muldenférmigen Verschleifes im Blasversatzrohr. 


Von E. Maier }. 


1, Einleitung. Im Steinkohien-Bergbau beniitzt man die pneumatische Férderung zum 
,,Versatz® der ausgekohlten Hohlraume mit Gestein bis zu 80 mm Korngréfe. Hinter der 
Aufgabemaschine liegt zunachst die Streckenleitung, die heute entweder aus Stahlrohren oder 
aus Rohren mit Schmelzbasaltfutter besteht; nach einem Kriimmer folgt dann in dem zu ver- 
setzenden Feld die Strebleitung, fiir die nur Stahlrohre beniitzt werden. Der VerscnleifS der 
Blasversatzrohre erfolgt sehr ungleichmaBig. Nach unseren Beobachtungen schlagen nicht 
gedrehte Rohre fast durchweg auf der Sohle durch; etwa ?/, aller Durchschlage liegen im 
ersten Rohrdrittel, als Folge eines meist langgestreckten, muldenférmigen Hinschliffs (Abb. 1). 

Die brtliche Konzentration des VerschleiBes nahe dem Einlauf war schon lange bekannt, 
wurde aber im bisherigen Schrifttum? so erklart, daB die Steine an vorstehenden Kanten des 
Einlaufs abprailen und gegen die gegenitberliegende Rohrwand geschleudert werden. Unsere 
Versuche ergaben, daf die Erscheinung auf winklige Verlegung der Rohre zuritckzufithren ist. 
Schon die Abwinklung eines Rohres gegeniitber dem Vorrohr um den Bruchteil eines Grades 
nach oben erzeugt diese Muldenbildung auf seiner Sohle und eine deutliche Verkleinerung 
seiner Lebensdauer. Die vorliegende theoretische 
Untersuchung der Muldenbildung soll diese Versuchs- 
beobachtungen stiitzen, ferner eine Erklarung fiir das 
eigenartige VerschleiBbild abgeben und dariber hin- 
aus zur Kliérung einer Reihe von Fragen beitragen, 
die von praktischer Bedeutung fiir das vorliegende 
VerschleiBproblem sind. 

Die Rechnung wird zeigen, daB schon mit ver- 
haltnismafig einfachen Vorstellungen iiber die Blas- 
gutstr6mung Muldenformen entstehen, die den be- 
obachteten Formen in allen wesentlichen Einzel- 
heiten gleichen,. 

AuBer der schon erwahnten bevorzugten Lage auf 
der Sohle +m ersten Rohrdrittel weisen die Mulden 
folgende Merkmale auf: 

1. Jm Langsschnitt beginnen die Mulden nahe dem 
Einlauf zunachst flach, vertiefen sich allmahlich und 
enden kurz hinter dem Muldentiefsten. Bei Stahl- 
rohren kann, solange noch kein Durchschlag erfolgt 
ist, der Winkel zwischen der Tangente an die Schnitt- 
Abbs tev Evstes Deittel (vorae Pinlaufvelte) eines kurve und der Rohrlangsachse auch hinter dem 
Blasversatzrohres ieee typischen Verschleif- Muldentiefsten noch als klein in mathematischem 

: Sinne angesehen werden (bei der Mulde in Abb. 1 
betragt der GréBtwert etwa 7,5°). 

2. Die Mulden weisen eine ausgesprochen kantenférmige Begrenzung auf, die nahe dem 
Kinlauf zunachst undeutlich beginnt und gegen das Muldenende hin immer schirfer wird. 

3. Meist werden die Mulden gegen das Ende hin schmaler. 

4. Das Muldenende wandert, verglichen mit der radialen VerschleiBgeschwindigkeit, mit 
verhaltnismaBig groBer Geschwindigkeit in Strémungsrichtung weiter. 

>. Der Verschlei® auBerhalb der Mvulde ist wesentlich geringer als in der Mulde. 


Wir werden vorwiegend das ebene Problem, also den Verschlei® einer zum Blasgutstrahl 
schrag gestellten Platte behandeln. 


Ke Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen ausgedehnter Betriebsversuche, die das Ingenieurbiiro 
SA ac a pas ae Dr.-Ing, H. Wahl**, Stuttgart, im Auftrag der Deutschen Kohlenbergbau-Leitung 
eee elas ares von Schachtanlagen des Ruhrgebiets durchfiihrte. Vgl. E. Maier, Untersuchungen 
uber den Verschleif von Blasversatzrohren und -kriimmern. Essen 1952. 


2 J. Maercks, Gliickauf 74 (1938), S. 262. 
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2. Das VerschleiBgesetz bei schrager Bestrahlung nach Versuchen im Sandstrahlgeblase. 
Als Grundlage der Berechnungen wird ein formelmiSiger Zusammenhang zwischen értlichem 
Verschlei$, Anstrahlwinkel und Blasgutstrahl bei schrager Bestrahlung bendtigt. Als einzige 
wissenschaftliche Grundlage bieten sich dafiir die von Wellinger! durchgefiihrten Versuche in 
einem Sandstrahlgeblase. Dabei wurde eine unter dem Winkel y zur Strahlachse schrag- 
gestellte Platte um eine Plattennormale gleichmafig gedreht, so da der Anstrahlwinkel auf 
der ganzen bestrahlten Flache konstant war und eine Muldenbildung vermieden wurde. Der 
VerschleiB V (mm? je min und cm? bestrahlter Flache) wurde gemaB Abb. 2 itber dem An- 
strahlwinkel aufgetragen. Gemessen wurden Anstrahlwinkel zwischen 5 und 90°. Fir kleinere 
Winkel, die beim vorliegenden Problem bevorzugt interessieren, sind wir daher auf eine 
_ Extrapolation angewiesen. Anstatt der Gré®e V verwenden wir die VerschleiBgeschwindigkeit 
v, (mm/h) = 60 V/10? = 0,6 V senkrecht zur be- 


mm/em min 
14 me - strahlten Oberflache. 
cares 
| | ee 
12 : | : A = p/h 
200 a aS 
40 aes 
2750} 
QO8 aS 
S 2 
s Stahfplate & Schmelzbasaly 
a | {iS | 
x | S } 
S | SS 
“96 i € Aastrahivinkel —— 3 100 = 
Te \ © 
| Sasa Ss 
/ //\ — Sandstrahl $ 
0 a | - § SS, 
| // . 
| 2 50}- = 1 
- in oo Sth! 3211 $60.17 
/ o———» Werkzeugstohl 
e—-—*S7ah! 1011 geharrer It 7 
; Grad 0.11 geh. y 
DQ Gb 30 Ys 60 Wi 0 1 2° gp 4° S 
Anstrahlwinkel Anstrahlwinkel J 
Abb. 2. VerschleiB tiber dem Anstrahlwinkel Abb. 3. VsrschleiBgeschwindigkeiten fiir kleine Anstrahl- 
nach K, Wellinger. winkel nach Gl. (1). 


Aus den Versuchsergebnissen fiir y = 5 bis 30° ermitteln wir folgendes Verschlei®gesetz, 
giltig fiir die dort vorliegenden Versuchshedingungen (Art, Kérnung, Geschwindigkeit, zeit- 
liche Menge des verblasenen Sandes): 


Plattenwerkstoff cee | v,, (mm/h) 
St 37 128 Ti sini) (1) 
St 60.11 ungehartet 180 1,225 sint»? y 
St 70.11 gehartet 663 0,865 sinl»5 y 
Schmelzhbasalt — 100 sin?»6 y 


Fir 0 <y < 30° schreiben wir daher allgemein 

Tp, SONNY Wy, (2) 
Der Werkstoff der bestrahlten Platte beeinfluBt demnach sowohl die Konstante c wie den 
Exponenten n. Mit wachsender Werkstoffharte nimmt n zu. 


Die Berechnung von (1) fir y <5° ergibt Abb. 3. Daraus geht hervor, da8 auf dem ganzen 
Winkelbereich die VerschleiBfestigkeit von Staéhlen mit wachsender Werkstoffharte ansteigt. 
Vorbehaltlich der beobachteten groBen Streubreite der Ergebnisse fiir Schmelzbasalt ist dieser 
Werkstoff bei sehr kleinem y verschleiBfester als Stahle, bei y = 5° dagegen schon wesentlich 


schlechter als weicher Stahl. 


1 K. Wellinger, Metallkunde 40 (1949), S. 361. 
26 
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3. Theoretische Betrachtungen zum VerschleiBgesetz bei schriger Bestrahlung. Es ist von 
Interesse, das VerschleiBgesetz (2) physikalisch zu begriinden. 

Wellinger nimmt an, daB sich die VerschleiBgeschwindigkeit v, aus zwei Anteilen zusammen- 
setzt, nimlich einem'‘,,Prallverschleib infolge Ermiidung des Werkstoffs und einem ,,Reib- 
verschleiB* durch eine Art Ritzvorgang. 

Fliegt cin einzelnes Sandkorn mit dev Masse m und der Geschwindigkeit uy gegen eine schrag- 
gestellte Platte, so nimmt Wellinger den PrallverschleiSanteil proportional der _Impulskompo- 
nente in Richtung der Plattennormalen an (gemessen als verschleiBendes Volumen): 


Vp ~ muy sin y. (3) 
Fiir den ReibverschleiB setzt er mit einer unbekannten Funktion f der in der eckigen Klammer 
stehenden Gréfen an (4 = Reibwert): 
Vr =f lm up(cos y — usin y); muy sin y]. (4) 
Wiahrend wir (3) ttbernehmen wollen, soll versucht werden, die Beziehung (4) explizit abzu- 
leiten. 

Wahrend des StoBvorgangs ist die Korngeschwindigkeit u mit den Komponenten v, w 
parallel bzw. senkrecht zur Platte verinderlich, beginnend mit dem Wert up(vp, wo). Der Weg 
des Kornschwerpunktes in diesen beiden Richtungen sei x, y, die Normalkraft auf die Platte Y. 
Dann gilt mit dem Coulombschen Reibwert yu 

me=a—pY, mY =—Y, 
Wenn wahrend des ganzen StoBvorganges Gleiten (also am Ende kein reines Abrollen) erfolgt, 
was fiir kleine Winkel y praktisch immer zutrifft, folgt daraus 


v= vy p(w — my). (5) 

Nach VerschleiSversuchen mit gleitender Reibung zwischen Metallen und Mineralien + ist 
der Reibverschlei8 der AnpreBkraft und dem Gleitweg verhaltig, also (abgesehen von einer 
hier unwesentlichen Werkstoffkonstanten) mit der StoBzeit T 


a T 
Be = f[Yde = fYod 
#=0 0 


oder mit (5) 


2) i 
Br = (vy — wy) [Y dt +u f[Ywde. (6) 
0 6 
Mit der Endgeschwindigkeit w, ist 
iy 
[Yd == M(W) — W,) , 
F ; 
z it ore (1) 
| Y= dt al Y dy Si wey. 
0 0 
Mit einer StoBzahl ¢ wird 
wW=—ew, (0 Se S51) 


und damit (6) wegen (7) und wegen vy = uy cos y, Wy = Ug sin 
BVr= mue(1 + ¢€) sin y (eos y— sin y) + 5 (l—e) sin y]. (8) 


Nur fiir vollelastischen Sto® (¢ = 1) stimmt (8) mit (4) tberein. Bei kleinen Anstrahlwinkeln y 
gilt genahert 


Vr =mue(1 +e)siny. 
Mit (3) wird dann der GesamtverschleiB 
B= Vp +Br~msiny. 


Ob Bp nach der Wellingerschen Annahme (3) ~ up, Bp jedoch ~ vu? ist, bedarf noch der ver- 
suchsmaBigen Bestatigung. Da bei kleinen Winkeln y der Anteil Gp iitberwiegen wird, 


‘ H. Wahl, Braunkohle, Warme und Energie 3 (1951), S. 75. 
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schreiben wir fiir unsere Zwecke 


BW m ut sin S, (9) 

Hat das verschleiBende Volumen % die mittlere Hohe s in Richtung der Plattennormalen 
und den mittleren Querschnitt f in Oberflichenrichtung, so folgt aus (9), daB die mittlere 
Dickenabnahme s verhaltig ist der auftreffenden kinetischen Energie des Einzelkornes, be- 
zogen auf die getroffene Plattenflache. 

Trifft nun statt des Einzelkornes ein stationdrer Blasgutstrom die Platte, so entsteht bei 
konstantem Auftreffwinkel eine gleichmaBige VerschleiBgeschwindigkeit v, senkrecht zur be- 
strahlten Flache, die der Energiedichte gp je Einheit der Zeit und der getroffenen Plattenflache 
verhaltig ist: 

Un, ~ Qpsiny. 
Nimmt man vernachlassigbare Laingenabmessungen der Einzelkérner an, so wird ein Flachen- 
element dF der Platte von einer Stromréhre getroffen, die den Querschnitt dF’; = dF sin y 
besitzt. Die Energiedichte je Einheit des Strahl querschnittes ist also q = qp/sin y. Damit wird 


VU, ~ qsin? y. 
Dieses Gesetz entspricht der G1. (2). Wir haben also mit Hilfe von itblichen Regeln der Me- 
chanik ein VerschleiBgesetz abgeleitet, das als mittlerer Kurvenverlauf der Versuchsergeb- 


nisse (1) gelten kann. 
In sinngemafer Erweiterung von (1) beniitzen wir daher im folgenden das Gesetz 


Uy, akg sin y (10) 
mit einer von der Blasgutart und dem Plattenwerkstoff abhangigen Konstanten k. Die Kon- 


stante c yon (2) entspricht somit einem Mittelwert des Produktes kq itber dem Strahl quer- 
schnitt. 


4, Anwendung des Verschleifgesetzes auf das Blasversatzrobr. Fiir die Berechnung der 
VerschleiBerscheinungen im Blasversatzrohr ergibt sich nun folgende Aufgabenstellung: Kin 
Strahl von zunachst feinkérnigem Blasgut mit verdnderlicher Energiedichte q tiber dem 
Strahlquerschnitt stréme in parallelen Stromfaden und treffe sodann auf ein unter dem 
Knickwinkel « zur Strahlrichtung nach oben angestelltes Rohr. Gesucht ist der Verlauf der 
VerschleiBflache iiber der Zeit. Wegen des verinderlichen q (und beim Rohr wegen der ge- 
kriimmten Innenflache) andern sich Verschlei®geschwindigkeit und Anstrahiwinkel y tber 
Raum und Zeit. 

Die Einzelkérner sollen sich in ihrer Bewegung gegenseitig nicht beeinflussen und nach 
dem ersten Auftreffen auf die Wand keinen weiteren meBbaren Verschleif§ innerhalb der be- 
trachteten Rohrzone hervorrufen. Beide Vereinfachungen werden als zulassig erachtet. 

Auch bei Knickwinkel Null tritt im Gegensatz zu (10) tatsachlich ein Verschleif auf teils 
durch Entlanggleiten des Blasgutes an der Wand unter Belastung durch das Higengewickt, 
teils durch StéBe, die infolge der Abweichung der Kinzelbewegungen von der reinen Parallel- 
strémung entstehen. Daher gilt die Rechnung nicht fiir kleinste Knickwinkel (schatzungs- 
weise unter 0,5°). 

Steine endlicher Abmessungen kénnen beriicksichtigt werden, wenn die Energiedichte 
nicht auf die Schwerpunktsbahnen, sondern auf die (bei Knick nach oben stets unterhalb der 
Schwerpunktsbahnen liegenden) Stofstellen bezogen wird. Dies ist neben dem Kigengewicht 
der Steine ein weiterer Grund fiir die vorauszusetzende hohe Energiekonzentration nahe der 


Rokrsohle. 


5. Das ebene Problem der Muldenbildung. Anstatt des verwickelten réumlichen Rohr- 
problems betrachten wir im folgenden das ebene Problem eines waagerechten Blasgutstrahls 
von der Hohe 2 A, dessen Energiedichte gq nur in Richtung A veranderlich ist und der eine 
unter dem kleinen 1 Knickwinkel « nach oben angestellte (im allgemeinen als urspriimglich eben 
anzunehmende) Platte beaufschlagt (Abb. 4). 

Durch den Schnittpunkt des unteren Strahlrandes mit der unverschlissenen Platte als 
Ursprung legen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem X, Z senkrecht und parallel zur 


1 Die Beschrankung auf kleine Knickwinkel ist praktisch ausreichend und in der zahlenmaBigen Aus- 
wertung erheblich einfacher als die an sich durchfiihrbare allgemeine Lésung. 


26 
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Strahlrichtung. Setzen wir lediglich voraus, daB® der obere Strahlrand die unverschlissene 
Platte im Punkt Z = 2 Aja schneidet, so ist der Winkel a auch bei nicht ebener Platte defi- 
niert; dabei muB hinsichtlich der Platten- 


e 2A es form nur vorausgesetzt werden, daB der 
ee Auftreffwinkel y tiberall klein ist. Es ist 
also gegeben Z (X) zur Zeit T = 0, ge- 


sucht Z (X, T). 
Weiter fiihren wir ein zu X, Z unter 
dem Winkel a gedrehtes Koordinaten- 
Z system R, L ein, das bei ebener Platte 
den Verschleif R senkrecht zur urspriing- 
lichen Plattenoberflache im Abstand L 
vom Ursprung darstellt; dabei ist 


R=) ee ee 


glx) 


areal 


Abb. 4. Schriig angestrahlte Platte. 


Wir schreiben dimensionslos 


Mae ene | 
cae ay 
(11) 
r 2 Le Fe [eee | 
ap Bley le | 


Mit (11) erhalt man die von dem speziellen Winkel « unabhangige dimensionslose Dar- 
stellung von Abb. 6 bis 10, wo die urspriinglich ebene Plattenoberflache durch die Gerade 
z = x gegeben ist. Die Stelle rng, = rp sei das ,,Muldentiefste*, gekennzeichnet durch 

Oz 

ie ies (12) 
also durch eine Tangentenrichtung parallel zur Anfangsgeraden z = x. Das Muldentiefste ist 
die jeweils diinnste Stelle einer urspriinglich planparallelen Platte (Durchschlaggefahr). 

An einer beliebigen Stelle z (x, T) ist der ebenfalls als klein vorausgesetzte Anstrahl winkel 


Ce 0 ee Oe 

REA 
Mit dem VerschleiBgesetz (10) wird dann die VerschleiBgeschwindigkeit senkrecht zur je- 
weiligen Oberflache 


(13) 


Dy (X= eg (x) (sy (14) 
Bei Beschrankung auf homogenen Plattenwerkstoff wird k = ky eine Konstante. Mit 
= 7 5m (15) 
und den Abkirzungen 
e=-t, pS ES (16) 


folgt aus (14) die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

dz \n—1 dz 

(55) my 7 el), (17) 
die mit der gegebenen Anfangsbedingung z(«, 0) das Problem lést. 


6. Loésungen des ebenen Problems. a) Sonderfall n=1. Fir n =1, das nach (1) 
und (2) die praktische untere Grenze fiir n bilden wird, folgt aus (17) mit % (x) = (x, 0) 


a(x, 1) = zo(x) + 0(x)t (18) 


Z(X, T) = Z(X) + ko q(X) T. 
Die Verschlei®geschwindigkeit in Strahlrichtung ist also auf jedem Strahl X konstant und der 
Energiedichte des St ahls verhiltig. Sie ist insbesondere unabhingig von « oder y (was aber 
beispielsweise fiir 0R/OT nicht zutrifft) und unabhangig von der Anfangskurve Z)(X). Die 
Verschlei®kurve fiir beliebiges T 1aBt sich leicht aufzeichnen. Bei der urspriinglich ebenen 


oder mit (11) und (16) 
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Platte Z) = X/o liegt das Muldentiefste nach (12) und (18) unabhangig von T auf dem Strahl 
mit der gréBten Energiedichte gnax- 

Fiir de/dx <0 und wachsendes t kann @2/0x schlieBlich Null oder gar negativ werden; 
nach (13) ist dann die Voraussetzung kleiner Werte y nicht mehr erfillt und die Lésung un- 
giltig. 

Die Unabhangigkeit der Verschlei®geschwindigkeit in Strahlrichtung vom Anstrahlwinkel 
zeigt, das die Lésung auch auf das allgemeine raumliche Problem, zum Beispiel das Blas- 
versatzrohr tibertragbar ist, wo die Strahldichte auch in Querrichtung veranderlich sein kann 
und der Anstrahlwinkel-durch die Querkriimmung der Rohrwand beeinfluBt wird. 

b) Die Lésung fiir beliebiges n> 1. Das vollstindige Integral von (17) fiir 
n> 1 lautet 1 


P(x, t, 2, Cy, Cy) 2 eae [Jn—1(*) + C,]Jp-1 (t+ C,) — 2 = 0 (19) 


mit den Integrationskonstanten C,, C, und der Abkiirzung 


% 
1 


Jn—1(x) = ratty dx. (20 
0 
Die Anfangsbedingung in Parameterform 


Cot p= 0); z= (6) (21) 
in (19) eingesetzt liefert die Gleichung ® (£, C,. C,) = 0; auBerdem muB 0@ (&, C,, C,)/0& = 0 


erfiillt sein. Daraus folgt 


Beret ang er (22) 
so daf man die beiden Gleichungen 
D (x51, 2,6) = 0, (23) 
- (tet (24) 
erhalt. 
Gleichung (24) ist erfiillt fir den Sonderfall 
Tea (peel) p(x) p(x) — o’(x) (x) = (25) 


yp’? (x) o(x) oy’ (x) 


der zu jeder Anfangsbedingung z(x, 0) eine spezielle Kurve 9(x) zuordnet und hier nicht all- 
gemein diskutiert werden soll. 
Nimmt man diesen Fall aus, so folgt aus (23) und (24) 


i= 


ess JIn—1 (x) — Jn-1(§) [p’(é)}" 


(n — 1) 97—1(€) 


z=(é) + n ee) 2) 


ORS (E) 


n— 1 


und damit die endgiiltige Lésung 
x(2,1) = 9(6) +E rt 


[y’(6))"~* | 
" (26) 
(n ——1),09=1(6) 
n— > et pin | 
ice Gas ersirniay J 
Fur die urspringlich ebene Platte ist p(&) = & qg’(é) = 1 und damit 
z(«,t) =2(&, t) =&+nt0(E), | 
n (27) 


ee ee (al) fo"-1 (8). | 


1 Vel. etwa B. Baule, Die Math. d. Naturforschers u. Ing., Bd. VI, S. 30. 
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Der Parameter & in (26) und (27) ist im allgemeinen nicht eliminierbar. Auch wenn @¢(4) 
formelmakig gegeben ist, ist nur in wenigen einfachen und nicht besonders interessanten 
Fallen eine geschlossene Liésung 2(x, t) méglich. 

Im allgemeinen mu man fiir eine Reihe vom Zahlenwerten € und fiir bestimmte Werte 1 
die zugehérenden GréBen z (x, t) und J,_1 (x,t) aus (26) bzw. (27) berechnen, wobei die Zu- 
ordnung zu é, t durch die Querstriche in (27) zum Ausdruck gebracht ist. Aus der tiber ~ auf- 
getragenen Kurve Jn_1 (*) kann man das zu &,t gehérende x ermitteln und hat damit die ge- 
suchte Zuordnung z (x, t). 

Bei der urspriinglich ebenen Platte wird der Sonderfall (25), fiir den (27) nicht gilt, 
o'(x) = o/x oder integriert mit einer Konstanten c 


0 (Xe) = tae 


Damit wird (22) C, = 0, C, = 1/nc, und aus (19) folgt 


2(x,t) = « VI ents 


Die VerschleiBkurve z (x) bleibt fiir alle Werte t eine Gerade. Fir konstantes x nimmt z mit 
wachsendem t immer langsamer zu; je gréBer n, desto starker ist diese Erscheinung. 


7. Diskussion der Lésung fiir n > 1 bei der ebenen Platte und 9 (0) =0. a) Verschie- 
denes. Gegeben sei die Kurve o(x) fiir 0 < x <2, die (eventuell abgesehen von den End- 
punkten) als stetig und > 0 vorausgesetzt werde. Auf erhalb des genannten Bereichs ist @ 
nicht definiert, und daher ist auch & innerhalb dieses Bereichs zu wahlen. 

Fiir 0 (0) = 0 ist nach (20) J,-1(0) = 0 und nach der zweiten Gleichung (27) das zu 
& = 0 gehorende J,_1(«) = 0, das heif®t zu € = 0 gehért x = 0; aus der ersten Gleichung (27) 
folgt z (0, t) = 0, das heiBt der Anfangspunkt x = 0 erleidet keinen VerschleiB. 

Der Fall @ (0) + 0 fithrt zu einer Sonderlésung und wird in Abschnitt 8 behandelt. 


Wegen o(x) > 0 ist J,_1(«) eine mit x monoton anwachsende Kurve. Nach der zweiten 
Gleichung (27) ist Jn—1(x) > Jn—i(&) fir t> 0, das heiBt jedem & ist ein Wert x> & zu- 
geordnet. Im Gegensatz zum Fall n = 1, wo der Verschlei8 an einer Stelle x nur von @ (x) 
abhing, ist also jetzt fiir n > 1 der VerschleiBverlauf in x abhangig vom o9-Verlauf im Gebiet 
& <x, wahrend der 0-Verlauf im Gebiet & > x ohne EinfluB darauf ist. 

Nach (27) ist 


il 


dz __ [g(x)]"-1 
Ox | 3) 
wegen 0 > 0 stets positiv, das heiBt nach (13) kénnte der Anstrahlwinkel y im Gegensatz zum 
Fall n = 1 héchstens 90° werden, wenn (17) fiir beliebiges y gelten wiirde. 

Ferner ist nach (27) d2(x)/ot = no(é); fir t = 0 ist nach (21) « =& und daher die Ver- 
schleiBgeschwindigkeit in Strahlrichtung wie im Falle n = 1 der Energiedichte 0 (x) verhiltig. 

b) Die Eckenbildung. Fir konstantes t haben die Kurven 2(&) und J,_1(é) 
nach (27) Extremwerte an der gleichen Stelle &, die durch 


e'(é) =— ljnt (29) 


bestimmt ist. Solche Extremwerte kénnen also nur an Stellen &; auftreten, wo o (€) mit 
wachsendem & abnimmt. An diesen Stellen ist ferner 


1 


z’(é) =nto'(é), Jé_1() =nto" (6) 07-1 (8. 


Ist also 0'’(£;) <0, so hat sowohl z(&) wie J,_1(&) in &; ein Maximum und umgekehrt bei 
o'’(&;) > 0 ein Minimum (vgl. Abb. 9); bei o’’(€;) = 0 haben beide Kurven eine horizontale 
Wendetangente. 

Da J,-1(%) monoton mit x wachst, bedeutet ein Maximum von Jn—1(€) =Jaua(, dal 
das zu & gehérende x, iiber € aufgetragen, an der Stelle &; ebenfalls ein Maximum hat. Da an 
dieser Stelle auch 2(£) = z(«) ein Maximum besitzt, folgt daraus, daB die ttber x aufgetragene 
Kurve 2 fiir diesen Wert &; eine Spitze mit positiver Tangentenrichtung dz/0x aufweist derart 
daB mit weiter wachsendem & sowohl z als x wieder abnehmen; wir wollen sie eine Mascranins 
Spitze nennen. 
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Umgekehrt gehért zu einer Stelle é,, an der 2(€) und I8) ein Minimum haben, eine 
Spitze der Kurve z (x) ebenfalls mit positiver Tangentenrichtung so, daB mit weiter wachsen- 
dem £ die GréBen z und x wieder zunehmen, also eine Minimum- Spitze. 

Im Falle des Blasversatzrohres werden verhiltnismaBig wenige Typen von Kurven 0 (x) 
in Frage kommen. In Sohlennihe wird an einer gewissen Stelle xy das Maximum o(#) =1 
mit 9’(%) <0 auftreten. Besitzt g(x) nirgends einen Wendepunkt, so ist iiberall o' (x) <0. 
_ Andernfalls kommt im Anschlu8 an den Wendepunkt xj ein Bereich mit o''(x) > 0, der sich 
im allgemeinen bis zum Strahlrand x — 0 bzw. 2 erstrecken wird. Wir wollen annehmen, daB 
nur ein Maximum xy und im Bereich x > xy nur ein Wendepunkt auftritt. 

In diesen Fallen muB eine Maximum-Spitze von 2(x) einem Wert & > &y zugeordnet sein; 
existiert ein Wendepunkt &) > &y, so gilt auBerdem &; < éy. Eine Minimum-Spitze kann 
dagegen nur einem Punkt &; > &(> &y) zugeordnet sein. 

Geht man auf der Kurve z (x) im Sinne zunehmender é-Werte entlang, so gibt es vor und 
hinter der Maximum-Spitze einen Kurvenbereich, auf dem zu jedem x zwei Werte z und & ge- 
héren. Zu dem kleineren & vor der Spitze gehért ein gréBeres ¢ (€) als zu dem gréBeren & hinter 
der Spitze, das hei®t nach (28) muB dz/dx itber die Spitze hinweg zunehmen. Dasselbe gilt 
aber auch fiir die Minimumspitze. Dies ist nur méglich, wenn z (x) zwischen den beiden Spitzen 
einen Doppelpunkt aufweist (Abb. 9). 

Das geschlossene Kurvenstiick vom Doppelpunkt iiber die beiden Spitzen zuriick zu diesem 
Punkt ist physikalisch bedeutungslos, da die eingeschlossene Flaiche bereits vor dem der Kurve 
zugeordneten Zeitpunkt verschlissen ist. 

Wesentlich ist das Auftreten des Doppelpunktes, der bedeutet, da in der VerschleifB- 
kurve z (x) eine Ecke auftreten kann, wie sie praktisch beobachtet wird (Abb. 1). Es ist be- 
merkenswert, daf{ diese Eckenbildung rein theoretisch nur auf Grund des einfachen Ver- 
schleiBgesetzes (10) bzw. (17) nachgewiesen werden konnte. Die Ecke kann im Falle 9(0)=0 nur 
entstehen, wenn @ (&) in einem gewissen Bereich € mit wachsendem & von einem Maximum 
iiber einen Wendepunkt hinweg abnimmt. 

Da die Anfangskurve z(x) = x stetig ist, mu8 die Eckenbildung erst bei einer gewissen 
Zeit te beginnen, namlich dann, wenn die beiden aufeinanderfolgenden Extremwerte von 


Jn—1(€) und zugleich von z(é), die ja die Spitzen z(«) bestimmen, zusammenfallen. Dies tritt 
ein, wenn ij = (€) und z(&) eine horizontale Wendetangente besitzen, also wenn auBer (29) 


e- (€) =0 (30) 


ist. Der Wendepunkt &y bestimmt also mit (29) die Zeit tg. Aus (27) folgt sodann xg (> &) 
und 


ete) omer =a 


Die Entfernung I; des ersten Auftretens der Ecke vom Plattenanfang ist also unabhangig von n. 


Ist fiir €> &y durchweg 9’’< 0, so kann J,_;(&) ein Maximum an einer Stelle 
&, (Em < & <2) besitzen, keinesfalls jedoch ein darauffolgendes Minimum. Da dann 
Jn—1 (Ek) = Rina) > Jn—1(2) ist, ist nach der zweiten Gleichung (27) dem Wert & kein 
Wert xim Bereich 0 < x < 2 zugeordnet; die Kurve z (x) verlauft daher monoton ohne Ecke. 

c) Lebensdauer abhangig vom Knickwinkel bei gleich- 
maBiger Wandstarke. Aus der Verkniipfung der dimensionslosen GréBen x, t, z, 0 
in der Differentialgleichung (17) folgt, daB bei gegebenem Q(x) die ,,Zeit“ tp festliegt, bei der 
das Muldentiefste den durch die Plattenwandstarke bestimmten Wert rp (11) in der dimensions- 
losen Entfernung Ip vom Plattenanfang erreicht. Dann folgt bei konstantem hy, A, max sofort 
aus (16) die Lebensdauer der Platte 


TBS RG ION (32) 
und aus (11) die Lage des Durchschlages 
Lp ~ 1]/a. (33) 


Die Proportionalitat gilt fiir alle Langen, insbesondere auch die »,Muldenlange‘*’ Lg bis zur 

Ecke. 
Beide Bezichungen (32) und (33) sind von praktischer Wichtigkeit: Der Knickwinkel- 

einflu® auf die Lebensdauer ist nach (32) unabhangig vom Verlauf der Energiedichte q, aber 


390 Maier: Theorie des muldenférmigen Verschlei®es im Blasversatzrohr. Ingenieur-Archiv 


abhingig von der WerkstoffkenngréBe n (2). Die Lebensdauer von ungehartetem Stahl be- 
tragt bei « = 5° etwa 20% ihres Wertes bei 1°, diejenige von Schmelzbasalt dagegen nur 1,5% 
(Abb. 5). Der KnickwinkeleinfluB auf die Lage des Durchschlags Lp ist nach (33) weder von q 
noch von n abhangig; doppelter Knickwinkel gibt halbes Lp. 


8. Zweite Lésung fiir 9 (0) + 0 bei ebener Platte und n > 1. Wiederum unter Beschrankung 
auf die urspriinglich ebene Platte ist jetzt noch der in Abschnitt 7 ausgenommene Fall 9 (0) == 0 
zu untersuchen. Da man fiir § <0 die 
Dichte 9 =0 anzunehmen hat, besteht in 


oS | & = 0 eine Unstetigkeit. Wegen des nach- 
= gewiesenen Einflusses von @ (&) auf z (x) an 
3 Stellen x > & muB sich diese Unstetigkeit 
a auch auf z(x)in 0 <x <2 auswirken. Setzt 
& man € = 0 und g@ (0) = Qj in (27) ein, so folgt 
ay z(x) = Nt, “! | (34) 
8 In—1() = (m— 1) 6 Q9"-1 | 
S 
ce und nach Elimination von t 
. n  In—y(*) 4 
: {Gee (35) 
eh QyRrt 
8 als Grenze des Giltigkeitsbereiches der 
Lésung (27). Fiir gréBere z-Werte erhalt 
ec man formal aus (34) durch Elimination 
0 fe 2 ED y° 5° von 0) eine zweite Lisung 
Ainickwinkel Se 
Abb. 5. ae en SAS) auf die EAE: bei yi (x) a 
gleichmaBiger Wandstarke (T ~a—"), x(x, t) SEP AS ea : (36) 


Sie erfillt die Differentialgleichung (17) und die Randbedingung (35), womit ihre Richtigkeit 
nachgewiesen ist. 

Durch Wegfall des Parameters & in (36) wird die Diskussion erleichtert: Von Interesse ist, 
daB z~t/” ist, also die VerschleiBgeschwindigkeit in Strahlrichtung mit wachsender Zeit 
umso mehr abnimmt, je gréBer n ist. Ferner ist jetzt z2(*) von J,_1(x), das heiBt von dem 
o-Verlauf zwischen 0 und x abhangig, wahrend fiir n = 1 z(x) ~o(x) war. Wenn im Bereich 
der zweiten Lésung, dann liegt das Muldentiefste auf der Kurve 


n In—1(*) 
SO ree ae aaa (37) 
en—l (x) 
wie man durch Einsetzen von (36) in (12) und Elimination von t bei nochmaliger Verwendung 
von (36) leicht erkennt; das Muldentiefste wandert dann mit wachsender Zeit immer weiter 
vom Plattenanfang x = 0 weg. Die Verschlei®kurve besitzt im Bereich dieser Lésung einen 
stetigen Verlauf ohne Eckenbildung. Dagegen kann die zweite Lésung mit einer Ecke an die 
erste Liésung anschlieBen, wenn o (x) in x = 0 seinen GréBtwert besitzt; auf den Nachweis 
hierfiir soll verzichtet werden. 
Es ist nicht sicher, ob bei der Strémung in einem Rohr g (x) an den Randern x = 0 und 
x = 2 Null oder endlich anzunehmen ist. Sehr wahrscheinlich kann man 9/(x) > 0 in x =0 
voraussetzen. Dann kann bewiesen werden, daB das Muldentiefste innerhalb einer immer 
gréBeren Zeit tim Bereich der ersten Lésung liegt, je kleiner Q ist; bei nicht zu groBem oy wird 
daher die genannte Unsicherheit nicht von wesentlicher Bedeutung sein. 


9. Zahlenbeispiel I. Ein einfaches Zahlenbeispiel 
(x) =1— x (0 S421) fir 2 
fiir die ebene Platte ergibt eine geschlossene Lésung und zeigt die beiden Lésungsbereiche. 
Nach (20) wird J, (x) = x — x?/2 und damit (27) 
z(x,t) = +22(1— &), 
1 


Sp ee eee 


a 


XXI. Band 1953, Maier: Theorie des muldenférmigen VerschleiBes im Blasversatzrohr. 391 


Nach Elimination von é folgt daraus die erste Liésung 
l—x 
fies 
Die VerschleiBkurven z (x) sind also Geraden. Die Giiltigkeitsgrenze dieser Liésung ist nach 
(35) die Kurve z = 2 x — x®, AnschlieBend gilt die zweite Lésung 


z(x, t) = 2 VI, (x) ¢. 


Im Bereich dieser Lésung liegt nach (37) das Muldentiefste 


2(x,t)=1— 


2— «x 


2 (x) Se as 


Abb. 6 zeigt die VerschleiBkurven dieses Falles. 


10. Zahlenbeispiel II. Fiir die ebene Platte wahlen wir weiterhin das Beispiel (Abb. 9) 


o(x) = 0.081 x 
x?— 0,119 «+ 0,01 


Hierbei ist (0) = 0, 9(0,1) =1 = Max. An den Stellen xp, = 0,04218 und xy, = 0,1483 
sind Wendepunkte. Diese Kurve mag grundsatzlich etwa den Verlauf der Energie verteilung 


(0 <x <2). 


z 


40 Sea ce Sens Cnet ane ee oe 


| 
08 ee a een eee | 


G'=Grenzkurve der beiden 
Losungsbereiche 


40 ; gH 


Abb. 6. VerschleiBkurven fiir Beispiel I. 


im vertikalen Mittelschnitt durch ein Blasversatzrohr wiedergeben. Wir berechnen z (x, t) 
fiir einige Werte n. Der Bereich 1 < x < 2 wird als uninteressant weggelassen. 

Fiir n = 1 folgt aus (17) die stetige Kurvenschar von Abb. 7. Wegen der Voraussetzung 
kleiner Anstrahlwinkel ist nach (13) der schraffierte Lésungsbereich ungiiltig. Nach (12) und 
(17) liegt das Muldentiefste unabhangig von ¢ stets an der Stelle x = xp = 0,1. 

Die Lésungen fiir n = 1,2; 2,0; 2,6 nach (27) sind in Abb. 8 bis 10 dargestellt. Fir den 
Fall n = 2 sind in Abb. 9 links auBer o(x) auch J,(&) und fiir t = 0,2 die Kurven J,(é) und 
z (é) dargestellt. Gemaf Abschn. 7b besitzen beide Kurven ihr Maximum und Minimum je- 
weils an den gleichen Stellen &;, die beiderseits des Wendepunktes y, = 0,1483 liegen. Im 
rechten Teil der Abb. 9 ergeben diese beiden Extremwerte die beiden Spitzen der Kurve 2 (x) 
fiir t = 0,2, und die Ecke (Doppelpunkt) liegt bei etwa x = 0,4. Der gestrichelte Teil der Ver- 
schleiBkurve mit den beiden Spitzen ist fiir héhere Werte t weggelassen. Die Ecke tritt nach 
(29), (30) und (31) erstmals auf bei tg = 0,1052, xg = 0,27 und zg = lg = 0,3248, also 
Tg = 0,0584. Das Muldentiefste nach (12) wandert von x = 0,1 mit wachsendem t zu gréferen 
Werten x. Gegeniiber n = 1 sind die Kurven viélliger und erstrecken sich bis zu hdheren 
Werten x. Bemerkenswert ist der geringe VerschleiB hinter der Ecke im Vergleich zu der 
davorliegenden Mulde. 
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tas She 
\ 


+10 


48 


06 


OY 


02 


XXI. Band 1953. 


Maier: Theorie des muldenférmigen VerschleiBes im Blasversatzrohr, 393 
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flacher werden. Dies zeigt auch der Verlauf von rp und Ig tiber t nach Abb. 11 und 12. Die 
Fortschreitgeschwindigkeiten von lp, rp und lz, rz nehmen mit wachsendem t umso mehr ab, je 
groBer nist. AuBerdem ist dlp/dt > drp/dt, das hei®t das Muldentiefste wandert zu gréferen 
x-Werten; bei kleinen Knickwinkeln 
schreitet es somit nach (11) sehr rasch 
langs der Platte fort. Ein auf einen 


Der Vergleich aller Ergebnisse zeigt, daB mit wachsendem n die Mulden z(x) langer und 


02 G4 06 08 10 0 02 O4 06 08 10 12 


Abb. 11. Verschlei8 Rp des Muldentiefsten quer zur Abb. 12. Lagely, ry der Ecke fir Beispiel IT. 
Platte iiber der Zeit T fiir Beispiel IT. 


Durchschlag aufgesetzter Flicken ist also nur dann wirksam, wenn er hinreichend weit iiber 
das Ende des Loches hinausragt. Noch rascher als das Muldentiefste wandert die Ecke weiter 
(dlz/dt > dlp/dt). 


11. Vergleich der Lebensdauer verschiedener Werkstoffe fiir Beispiel II. Fiir den speziellen 
Verlauf der Energiedichte von Beispiel II und fiir ko qmax = ¢ nach (1), (2), (10) und (16), also 
fiir die Verhaltnisse der Wellingerschen Sandstrahlversuche soll die Lebensdauer homogener 
planparalleler Platten verglichen werden. Nimmt man etwa entsprechend den Verhaltnissen 
beim Blasversatzrohr A = 75mm (Rohrhalbmesser), Ryog = 12mm bei Stahl (Rohr ein- 
schlieBlich Verstarkungsmanschette) und 24 mm bei Baseit an, so folgt nach Clits O16 
bzw. 0,32 und aus Abb. 11 in den vier Fallen (1) der Augenblick des Durchschlages zu 


t = 0,162; 0,164; 0,168; 0,557. 
Nach (16) wird dann die Lebensdauer in Stunden fiir 


Siteow T= 1 2304712 
St 60 f Meena WLP AS aah 
St 70 gehartet T= 6220414 
Schmelzbasalt T = 15 500 a6 


Die auf St 60 bezogenen Lebensdauerwerte der drei itbrigen Werkstoffe sind in Abb. 13 
iiber « aufgetragen. Demnach ist das Lebensdauerverhdltnis verschiedener Werkstoffe keine 
Konstante, sondern vom Knickwinkel abhangig. Beim Vergleich von Stahlen ist diese Ab- 
hangigkeit nicht sehr ausgepragt. In dem praktisch interessierenden Knickwinkelbereich sind 
harte Stahle durchweg verschleiBfester als weiche; mit wachsendem Knickwinkel werden die 
Unterschiede geringer. Wesentlich anders verhalt sich Schmelzbasalt, der (mit doppelter 
Wandstarke) bei « = 1° etwa die 8fache, bei 5° jedoch nur noch dieselbe Lebensdauer wie 
St 60 besitzt. 

Demnach wire das gute Verhalten von Schmelzbasalt bei sorgfaltiger Verlegung folgender- 
maBen erklarbar: Bei gleicher Wandstarke und wenn Anstrahlwinkel gleich Knickwinkel 
ware, so ware das Lebensdauerverhaltnis von Basalt und St 60 der Kehrwert des Verhaltnisses 


(a in Grad). 
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ihrer VerschleiBgeschwindigkeiten nach (1), also bei 1° gleich 2,36, bei 5° gleich 0,29. Durch die 
angenommene doppelte Wandstarke von Basalt werden diese Zahlen verdoppelt. Die ver- 
schiedenartige Ausbildung der Mulde steigert diese Verhaltniszahlen auf 8 bzw. 1. In der 
GréBenordnung stimmen diese Zahlen mit der praktischen Erfahrung tiberein. 

12. Der Einflu8 einer Verstérkungsman- 
schette. An Beispiel II soll der grundsatzliche 
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Abb. 13. Lebensdauerverhaltnis verschiedener Werkstoffe Abb. 14. Lebensdauer iiber dem Knickwinkel bei ver- 
iiber dem Knickwinkel fiir Beispiel II1’(Schmelzbasalt schiedenen Langen der Einstroémmanschette fiir Beispiel II 
doppelte Wandstarke). und St 37 (dick gezeichnet 2, = 500 mm bei 4 =75 mm). 


EinfluB einer Verstarkungsmanschette am Einstrémende eines Rohres auf die Lebensdauer 
berechnet werden fiir den Fall n = 1,2 (St 37). Mit A = 75mm, Raya, = 12 mm langs der 
Manschette von der Lange %) und 6 mm hinter der Manschette wird nach (11) l= == a Xy/ A. 
Fir « = 1°, 29= 1000 mm ist die AuBenkontur der entsprechenden Platte im x, z-Diagramm 


/ichte Weite-— 


Abb. 15, Beispiel fiir das riumliche Problem der Muldenbildung im Blasversatzrohr bei n = 1. 
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in Abb. 8 eingetragen. In diesem Falle tritt der Durchschlag bei t = 0,095 am Manschetten- 
ende auf. Fiir verschiedene Werte « und %) erhalt man auf entsprechende Weise die Lebens- 
dauer, Abb. 14. Die Lebensdauerkurven iiber « setzen sich aus drei Abschnitten zusammen: 
Fir kleine Knickwinkel liegt der Durchschlag hinter dem Manschettenende (untere Hyperbel), 
fiir einen mittleren «-Bereich wie oben unmittelbar am Manschettenende (Querkurve), fiir 
groBe Knickwinkel lings der Manschette (obere Hyperbel). Man erkennt die gute Wirkung 


einer Manschette geniigender Lange. Eine kur ze Manschette ist dagegen bei guter Verlegung 
wirkungslos. 


13. Zum riumlichen Problem des Rohrverschlei®es. Zur Erklirung des in Abschnitt 1 be- 
schriebenen raumlichen Verlaufes der Muldenbildung haben wir ttber dem Einstrémquerschnitt 
(rechtwinklige Koordinaten wu, v) eine einfache Energieverteilung 9 (u) unabhangig von v an- 
genommen (Abb. 15) und fiir den Fall n = 1, dessen Lisung (18) nach Abschnitt 6a auch 
beim rdumlichen Problem giiltig ist, die Muldenkurven konstruiert. Um auch hier eine Ecken- 
bildung zu erhalten, haben wir diese Ecke bereits in der g-Kurve angenommen. Mit wachsen- 
dem v wird im Langsschnitt u, w die Mulde kiirzer und weniger tief, und in der Draufsicht 
v, w wird die Muldenkante zu einer Ellipse. Die verschiedenen Querschnitte A bis D geben 
den genannten Charakter der Mulde grundsatzlich wieder. Die Gestalt der Mulde ist damit 


auch beim raumlichen Rohrproblem, wenn auch mit vereinfachenden Annahmen, grund- 
satzlich erklart. 


14, SchluBbemerkung. Die vorliegende Theorie konnte alle wesentlichen Merkmale der 
Muldenbildung wiedergeben und zur Klarung der Zusammenhinge beim Verschleif flach- 
winklig angestrahlter Platten und Rohre beitragen. Wegen der unvermeidlichen speziellen 
Annahmen ist dabei das Hauptgewicht weniger auf zahlenmaBig genaue Ubertragung der 
Rechenergebnisse als auf die grundsatzlichen Erkenntnisse zu legen. 


(Eingegangen am 17, April 1953.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. E. Maier, Niirnberg, Torwartstr. 27. 
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Uber Hauptschwingungen mit endlichen Schwingweiten. 
(II. Mitteilung) 
Von Th. Péschl. 


1. In der ersten Mitteilung } iiber diesen Gegenstand (im folgenden als I zitiert) wurde ge- 
zeigt, daB es fiir gewisse Fragen aus der Dynamik der Systeme mit einer endlichen Anzahl von 
Freiheitsgraden vorteilhaft ist, die Zeit t mittels des Prinzips der kleinsten Wirkung in der 
Euler-Maupertuisschen oder besser in der Jacobischen Form zu eliminieren 2, wodurch die 
Ordnung des Systems um zwei Einheiten herabgesetzt wird. Besonders durchsichtig werden 
die Verhaltnisse bei Systemen mit zwei Freiheitsgraden, fiir welche eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung iibrigbleibt. Die Frage der Hauptschwingungen von Systemen mit endlichen 
Schwingweiten stellt eines der Probleme dar, die auf diese Weise behandelt werden kénnen, 
Probleme, die bislang nur fiir (sogenannte) kleine Schwingungen gelést werden konnten. Als 
typisches Beispiel fiir die hierher gehérigen Probleme wurde das Doppelpendel gewahlt. 

Das wichtigste in I erhaltene Ergebnis bestand in der Aufstellung der Differential gleichung 
fir die Grenzkurven; diese stellen Bedingungen dar, durch welche die Koordinaten 
x, y oder ¢, p fiir die zu gleichen Zeiten erreichten Umkehrpunkte der endlichen Schwingungen 
des zweigliedrigen Systems miteinander verbunden sind. 

Wenn die kinetische Energie T und die potentielle Energie V fiir das zweigliedrige System 
in geeigneten generalisierten Koordinaten x, y, durch die Ausdriicke gegeben sind 


T= 5 (cy2+2byxt a), Va V(a,y), (1) 


worin a, b, cund Virgend welche Funktionen von x und y mit den erforderlichen Eigenschaften 
sind, so lautet die Differentialgleichung fiir die Grenzkurven 


ROS ELS b, c¢ 
ie ee Ox Oy i, Vx 9 
dy, A 5 OY a, b (2) 
Ox dy Vy, Va 


Als Anfangsbedingungen fiir y’ kommen die zwei Werte in Betracht, die den beiden »,Haupt- 
schwingungen‘‘ (im gewéhnlichen Sinne) entsprechen und durch die ,,kleinen Schwingungen‘* 
bekannt sind. Der Anfangspunkt x = 0, y = 0 (oder gp = 0, yp = 0) der Bildebene stellt einen 
singularen Punkt dar, und die einzelnen Hauptschwingungen sind durch die verschiedenen 
Werte der Konstanten hin der Energiegleichung 

TV Sk (3) 
gekennzeichnet. 

2. In der vorliegenden Mitteilung wird bewiesen, daB die Differentialgleichung (2), die in I 
aus der Euler-Lagrangeschen Gleichung des Prinzips der kleinsten Wirkung in der Form 

6 [ /2(h— V) ds =0 (4) 
fiir die Grenzlagen, also fir T = h— V = 0 erhalten wurde, nichts anderes darstellt, als die 
durch D. Hilbert in die Variationsrechnung eingefiihrte Transversalitatsbedin- 
g ung fiir das Variationsproblem mit festem Anfangspunkt (x = 0, y = 0) und veranderlicher 
oberer Grenze h — V(x, y) = 0, und die seither zu einem fundamentalen Bestandteil der 
Theorie geworden ist. Dieser Zusammenhang stellt eine Anwendung dieser Bedingung auf ein 
Problem der analytischen Mechanik dar, die von Interesse sein diirfte. 


Zur Kennzeichnung dieser Bedingung mige die folgende Bemerkung dienen: Wir betrachten 
die einparametrige Schar von Extremalen des Variationsproblems 


bf Fiy’, y, x) dx = 0, (5) 


- Th. Péschl, Ing.-Arch. 20 (1952), S. 189. 
Th. Péschl, Einfiihrung in die Analytische Mechanik, Karlsruhe 1949, 
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wobei aber die zur Konkurrenz zu i i 
gelassenen Kurven nicht durch einen festen Anfangspunkt 
a d einen festen Endpunkt hindurchgehen sollen, sondern fiir die ein Endpunkt nica hac. 
ndpunkte auf vorgegebenen Kurven liegen sollen. 


: oe Hinblick auf das vorliegende Problem betrachten wir hier nur den Fall zweier Verander- 
oe aoe ae die Extremalen durch einen festen Punkt (hier den singularen Punkt « = 0 
os lea urchgehen sollen, wahrend die Endpunkte der gesuchten Extremalen auf pees 
esten Kurve f(x, y) = 0 liegen sollen. Indem diese Gleichung als Nebenbedingung in das 


Abb, 1. Orthogonalitat der Extremalen zu den Kurven V = konst. 
beim linearisierten Problem. 


Variationsproblem eingefiihrt wird, gelingt es Hilbert, eine Bedingungsgleichung zu erhalten, 
die die Tangenten der Neigungswinkel der gesuchten Extremalen und der festen Randkurve 
fiir den oberen Endpunkt, d.s. die Ableitungen y’ und Y’ miteinander in Verbindung bringt. 
Diese Transversalitatsbedingung lautet 
PYG 7 8) A (XE Nadie O", (6) 
wobei Y’ durch totale Ableitung nach x aus der Gleichung f(x, y) = 0 gewonnen wird: 


Teor ty No 0; VS faify* (7) 


Fiir das Jacobische Wirkungsintegral ist (in geanderter Bezeichnung gegen I) zu setzcn 


F=y2(h— V(x, y)) fay?+2 by’ +e, (8) 
und die Bedingung (6) nimmt die Form an 
) Va eV 
ale Bly’ (9) 


die mit der Gleichung (24) von ,,I*‘ iitbereinstimmt. 
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Die Grenzkurven, deren Koordinatenpaare x, y, zusammengehérige — d.h. gleichen Werten 
der Zeit t entsprechende — Ausschlage des zweigliedrigen Systems darstellen, kénnen daher 
auch in folgender Weise definiert werden: Fiir jeden Wert von h stellen die Kurven h _ V(% New 
den geometrischen Ort der Punkte dar, in denen die Geschwindigkeiten x, y gleichzeitig 
Null sind. Die Grenzkurven sind dann jene durch den Anfangspunkt (0, 0) gehende Kurven, 
die in jedem Punkte zu den Kurven h— V(x, y) =0 transvers al verlaufen (in der 
Hilbertschen Bezeichnung). Fiir Systeme mit zwei Freiheitsgraden gibt es zwei solcher Kurven, 

te 


Abb, 2, Transversalitat beim nicht-linearisierten Problem, 


die dieser Bedingung geniigen. Die Grenzwerte der Verhaltnisse der Ausschlage im Punkte (0,0) 
stellen die fiir kleine Schwingungen, d.h. fiir das lineare Problem geltenden Werte dieser Aus- 
schlage dar. 

In Abb. 1 sind die fiir das linearisierte Problem des Doppelpendels geltenden Verhaltnisse 
angegeben. Die Kurven h— V(x, y) =0 sind dhnliche Ellipsen und die Transversalitat 
artet zur Orthogonalitat aus. 

Denn fiir kleine Schwingungen nimmt das Wirkungsintegral die Form an 


[¥2(h— V(x, y)) V1 + y? dx, (10) 


und hierfiir lautet die Transversalitatsbedingung 


oder 
wy oY Loe 0, (11) 

Darin ist Y’ = V,/V,, zu setzen. Diese Gleichung besagt, daB die Extremalen des Wirkungs- 
integrals, die in diesem Fall gerade Linien sind, zu den Kurven h — V(x, y) = 0 senkrecht 
stehen, wie auch aus Abb. 1 zu entnehmen ist. 

Abb. 2 zeigt die Kurven fiir das nicht-linearisierte Doppelpendel in den Koordinaten y und y, 
fiir welche die Grenzkurven k, und k, in jedem Punkte zu der durch ihn gehenden Kurve 
h — V(x, y) =0 ,,transversal“ verlaufen. 


(Eingegangen am 5. Mai 1953.) 
Anschrift des Verfassers: Professor Dr. Th. Péschl, Karlsruhe, Wendtstr. 5, 
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Die strenge Lésung der Eigenwertaufgabe fiir den Kippstab. 
Von E, A, Deuker. 


1, Formulierung des Variationsproblems und die spezielle Grundlésung. Ein Trager von der 
Lange | sei an einem Ende s =/ fest eingespannt und am freien Ende s = 0 durch eine 
Kraft P, welche die Richtung einer Haupttragheitsachse des unverformten Trigers hat, be- 
lastet. Wir bezeichnen der Reihe nach die Torsion bzw. die Kriimmungen mit @,, w, und (s, 
um die Analogie zu den Kreiselgleichungen hervorzuheben, und die zugehérigen konstanten 
Torsions- bzw. Biegesteifigkeiten mit K,, K, und K;. AuBerdem soll eine eventuelle Flanschen- 
verbiegung beriicksichtigt werden, deren Beitrag zum Torsionsmoment proportional zur 
Anderung der Torsion langs der Triagerachse angenommen wird, mit dem Proportionalitats- 
faktor K,/I?. Die Richtungen der Tragerachse und der Haupttragheitsachsen werden durch die 
Eulerschen Winkel q,, q2, q3 beschrieben, die so gewahlt sind, daf® zwischen den w; und q; die 
drei bekannten Beziehungen bestehen: 


W, = % + G- COS Gs, 
W. = — qo C08 q, Sin q3-+ G3 sin q,, | (1.1) 
Ms = sin q, sin g; + 4; cos q. 


Die potentielle Energie des Tragers ist dann gegeben durch den Ausdruck 
t 
U = | = (p44 + K, w?+ K, w3+ K, ot) — Pos q, sin % ds. (1.2) 
6 


Wir fiihren durch Bezug auf die Gesamtlange dimensionslose Veranderliche ein und nehmen 
unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen als Ausgangspunkt das Variationsproblem 
1 


Uf c= | a [K,w? + K, w?+ K, we + K, w]— Pl? cos qy sin a, ds = Min. (1.3) 


mit den drei Nebenbedingungen 


Ny = % + 4 cos 93 — , = 9, 
N2 = — 42 cos q sin qs Sauna hae | (1.4) 
Nz = sin q, sin qs + 93008 q — W; = 0. 

Es wird sich zeigen, da® man zu iibersichtlicheren Gleichungen kommt, wenn man in der 
potentiellen Energie die w; beibehalt und sie nicht etwa iiber die (1.4) durch die Eulerschen 
Winkel und ihre Ableitungen ausdriickt, sondern diese Gleichungen als Nebenbedingungen ein- 
fiihrt. Man hat es dann allerdings mit einem Lagrangeschen Variationsproblem zu tun. Diese 
Formulierung als Lagrangesches Variationsproblem darf wohl als die der Aufgabe angemessene 
Betrachtungsweise angesehen werden. Aus dem Variationsproblem (1.3) mit den Neben- 
bedingungen (1.4) folgen die sechs Gleichgewichtsbedingungen 


a) K,a@,— K,a,+4,=0, | 
Eye th ye). = 0) | (1.5) 
c) — K,; ws +A, =0, 


a) iy Ope ds Os —=0 ’ 
b) [A, cos g, + sin gs (— Ay cos qy +A, sin q) |’ — PP sin q sin g; = 0, | (1.6) 
c)  (Agsin g, +A, cos g,) + PP cos q cos q3 = 0, 

27 
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die z. T. nur die Lagrangeschen Faktoren als die entsprechenden Torsions- bzw. Biegemomente 
definieren. 

Mit den Nebenbedingungen (1.4) hat man so neun Gleichungen fiir die neun Funktionen 
My, Wa, 3, Gy» Yo» Isr Arr Aor As. 

Soweit die Randbedingungen nicht, wie fiir das eingespannte Ende z. T. direkt vorgegeben 
sind, mit g,(1) = q.(1) = q,(1) = 0, sind sie aus der Randformel der Variationsrechnung zu 
entnehmen. Die vollstandigen Randbedingungen sind 


5 00 cA, 0 las 0 Oe On 


: (1.7) 
s=l: g =9, %=0,q=—0, o, =0.) 


Die Gleichungen (1.4), (1.5) und (1.6) enthalten als spezielle Lésung die reine Biegung des 
Tragers durch die Last P mit 


% = 9, q = 9, o, = 90, WW, == 0, Ag = 0, A, = 90, | 


; 1.8 
ga Keg gy Gs = Oa Ag oe ee C08 G00 | (ee 
Wir setzen 
g— 0, 0, =O, ae = p* (1.9) 
3 ? 3 Ke 
und erhalten dann die reine Biegung als Lésung der Differential gleichung 
@ = 8 =— p*cos 8 (1.10) 
mit den Randbedingungen 
o(1) =0, (0) =0. (1.11) 
Kin erstes Integral von (1.10) ist 
w* = 2 p* (sin J — sin D) . (1.12) 


mit dem wir im Wesentlichen fiir die weiteren Betrachtungen auskommen. Die vollstandige 
Lésung wird durch elliptische Funktionen beschrieben und lautet 


w =—2kpen(K— ps), (1343) 
cos 0 = 2 ksn(K — ps) dn(K— ps), (1.14) 
sin 0 = 2 k* sn?(K — ps) — 1, (1.15) 
wobei noch der Modul 
ne [eS O 
a sin (3 | (1.16) 
aus der Gleichung 
an (Keepy ae (1.17) 
bzw. der aquivalenten Gleichung 
n/2 
! ae 
—— gly Wy: 
/1 —k sin? p “ ( a) 


are sin 


zu bestimmen wire. 


2. Berechnung der zweiten Variation fiir die Grundlésung, Aufstellung der Jakobischen 
Gleichung und ihre Reduktion auf zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Um festzu- 
stellen, ob die Gleichgewichtslage der reinen Biegung stabil ist, hat man die zweite Variation 
zu bilden und ihr Vorzeichen, insbesondere die Méglichkeit ihres Verschwindens fiir die zu- 
lassigen Variationen zu untersuchen. Da ein Lagrangesches Variationsproblem vorliegt, kommt 
man nicht mit der einfachsten Klasse einparametriger Variationen aus, d. h. in der zweiten 
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Variation der potentiellen Energie treten auch zweite Variationen der Veradnderlichen auf. 
Man erhilt so 


1 
1 ; 
0 = “pil (K, dat + K, dw? + Ky dw} + K, dw? + K, p® sin 0 d@2 
0 


(2.1) 
+ K; p* sin 3 69q5 + K, w 6?w, —K, p® cos 8 6245) ds , | 

ON, = 6q, + cos & bq. — dw, = 0, 

ON, = —sin 3 6q.+ w bq, — dM, = 0, (2.2) 

ON; = 69; — dw, = 0, | 

P 1 9 : 
OPN, == (9° + cos # O% — 2 sin O dq, q3— Ha,) = 0. | 
1 : : : 

IN, = ay (— sin 8 0? qo — 2 cos B dgs 5g3+ «0g, + 2 dqy 6g, — Ow.) = 0,! (2.3) 
Ns = = (2 sin & dq, 092 — w bq? + 624, — 623) = 0. 


Multipliziert man die Gleichung (2.3) mit den Lagrangeschen Faktoren A, Ap, Az und addiert sie 
zu (2.1), wodurch die zweite Variation nicht verdndert wird, so lassen sich die zweiten Varia- 
tionen der Veranderlichen beseitigen; denn es folgt 


I 
1 os 
eu =— | (K, 602+ K, da?-+ Ky du-+ K, dw2-+ K, p® sin 8 d@2 
0 


| 
+ K, p* sin 0 dq3-+ 2 K; sin 3 w dq, Og. — Kz w?dq?) ds } (2.4) 
1 | 


1 S 
+7 [ Ko a) ds, 
0 


und der letzte, integrable Term in (2.4) verschwindet. Unter Beriicksichtigung von (2.2) 1aBt 
sich die zweite Variation auch in der Form schreiben 


1 


eu => | [K, da2-+ K, 6w?-+ K, sin 8 (sin # 692+ p? 692) 


(2.5) 
0 
+ K, dw?-+ K, p? sin & dq? — (K,; — K,) 6w3] ds , | 
aus der unmittelbar hervorgeht, daB nur im Falle K, > K, die zweite Variation das Vorzeichen 
wechseln, d. h. die Gleichgewichtslage der reinen Biegung instabil werden kann. 
Dem urspriinglichen Variationsproblem mit der Grundlisung (1.10) bis (1.17) ordnen wir 
nun in iiblicher Weise das quadratische Variationsproblem der zweiten Variation: 


&U = Extr. (2.6) 


mit den Nebenbedingungen (2.2) zu, dessen Eulersche Gleichungen (Jakobische Gleichungen) 
ein System linearer homogener Differentialgleichungen fiir die ersten Variationen bilden. Fir 
eine Lisung des Systems, welche die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillt, verschwindet 
die zweite Variation, d.h. die urspriingliche Randwertaufgabe ist nicht mehr eindeutig. Da 
die Randwerte ebenfalls homogen sind, erhalt man cine Kigenwertaufgabe. 


Das betreffende System der Jakobischen Gleichungen lautet in unserem Falle 


K, 6, — K, 6m, + 64, = 0. (2.7) 

Ole tke = K,\.09 0000, (2.8) 

K, day + w(0A, — K; 61) + Ky p? (0g, 4+ cos 0 6q;) = 9, (2.9) 
69g, — p? sin 0 dq; = 0, (2.10) 


alee 
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wobei schon einige Gleichungen zusammengefaBt worden sind, mit den Randbedingungen 


5 == 0) 0A; = 0% 00), 0 OG eee OG ml (2.11) 
S$ = 12) 509; — 0) 00s 0 0g. 0, du, = 0.) f 


Gleichung (2.10), die letzte des Systems, ist mit den anderen nicht gekoppelt und hat in Ver- 
bindung mit (2.11) nur die Lésung 6g, = 0. Von den verbleibenden drei Gleichungen diffe- 
rentieren wir (2.9) noch einmal, um die Variationen d6q, und dq, zu beseitigen, und erhalten 


Ke OWe aa K, P sin o OW. +- lw (6A, = K, 6@,)]|" ———* Ka w bw, — 0 . (2.12) 
Nach Multiplikation der Gleichung (2.12) mit @ kann man sie schreiben: 
K,(w Oe ae Pp’ sin ry) (42) OW.) ao w(w 6A,)’ a4 K; (a? 6a)" 


— (K, ——) K,) Pr’ sin O W OW. = K,(w OWe —= w Os)" (2.13) 
+ w(w 6A,)’— K;(w? dw,)’ — (K, — K,) p* sin 8w dw, = 0, | 
und mit Beriicksichtigung von (2.8) erhalt man ein totales Differential, namlich 
K,(@.0c, — & 605)’ + w(w 644)’ — K;3(w? da,)' + p? sin 3 6A, (2.14) 


= K,(w ddd, — to 60)’ — K3(w® 60.)’ + [(w? + p? sin #) 6A, J = 0. | 
Durch Integration folgt 
K,(w dd. — @ dW.) — Kz w? dw, + (w? + p? sin 9) 64, = 0; (2.15) 


denn wegen (0) = 0 und wegen der Randbedingungen (2.11) ist die Integrationskonstante 
gleich Null zu setzen. Nach Division durch wm? folgt schlieBlich 


K; Be Keep oy oes ee (2.16) 


@ 


Dividiert man andererseits auch Gleichung (2.8) durch w? und differentiiert einmal : 


oe \s da.\" 
ea + (Ks K,)( Z| =0, (2.17) 
so laBt sich oe leicht eliminieren und man erhalt 
OY) ow? + p2sin? 
K{%) Be ( Kika IK, bw, (° ne ) oa, =0. (2.18) 


An die beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung (2.7) u. (2.18) schlieBen nun die 
weiteren Ausfiihrungen zum Eigenproblem an. 


3. Zuriickfiihrung der Eigenwertaufgabe auf eine Integralgleichung mit symmetrischem 
Kern. Wir fiihren neue Bezeichnungen und Abkiirzungen dadurch ein, daB wir setzen 


eed be ee 


OA, = Ky 00) =O =p, i q(s) (3.1) 
Ls te 
K, v", K, be (3.2) 


und als Eigenwertparameter wahlen wir 


KCK oR 
A => ee P. (3.3) 


Dann schreiben sich die Gleichungen (2.7) u. (2.18) in der Form 


v—rvrvutirvu=od0, 


(ca) +4A[v—pq(s) u] = 0 (3.4) 
mit den Randbedingungen 


(0) =v(1) =0, u(0)=0, w(1) =0. (3.5) 
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Die beiden Differentialgleichungen (3.4) sind einzeln selbstadjungiert; dagegen ist die 
Differentialgleichung vierter Ordnung in v, die man leicht aus ihnen herleitet, weder selbst- 
adjungiert, noch gehdrt sie der Eingliedklasse an. Wir arbeiten deshalb zweckmabigerweise 
mit dem System weiter. Die Randwertaufgabe lésen wir durch die beiden Integralgleichungen 


v(s) =» i G,(s, t) u(t) dt, (3.6) 


u(s) =A [ G(s. 2) [o() — nq (0) w(o) at (3.7) 


mit den symmetrischen Greenschen Funktionen 


Coj v s Cof »(1 — 2) 


| ah (s <2), | 
vy Sim v 
Cs | Gof o(1 = s) Cojrt Cay | (3.8) 
» Siny 
J w(o)do (s<it), | 
G(s, 1) =} ° 


[ w(c) do (s=t), 


0 


| (3.9) 


Man kénnte nun v(t) nach (3.6) in (3.7) einsetzen, um so eine Integralgleichung fiir u(s) 
allein zu erhalten, was aber auf einen wenig iibersichtlichen Ausdruck fiir den Kern dieser 
Integral gleichung fiihren wiirde. Wir ziehen es deshalb vor, einen anderen Weg zu wihlen. Die 
Form der Greenschen Funktion G,(s, t) legt nahe, eine Aufspaltung vorzunehmen. Man kann 
namlich schreiben 


G(s, t) = f M(s, 0) M(t, 0) do (3.10) 


mit dem unstetigen Kern 
{0 (s<), | 


Be) laa) sleie)| 


(3:11) 
Wir fiihren nun eine neue Funktion y(s) durch die Integraltransformation 
y(s) =A J M(o, 8) [o(o) — 1 q(0) u(9)] do (3.12) 
ein, der nach (3.7) und (3.10) die Umkehrung 
H(s) = [ Ms.) y(0) do (3.13) 
entspricht. Setzt man jetzt v(t) in (3.12) ein, so folgt zunachst 


y(s) = M(o, s) p*/ G,(c, 7) u(t) dv — pw g(a) u(a)] do 


11 (3.14) 
Si. M(o,s) g(o, t) u(t) drdo | 
00 
mit 
g(o, t) =» G,(o, 7) — uw a(t) O(9, 7) ; (3.15) 
wobei 6(0, 7) wie iiblich, in Analogie zum algebraischen Symbol, eine Funktion bezeichnet, 


o-+s 
die fiir 7-0 identisch Null ist und die fiir 7 =o so unendlich wird, daB J d(a, t) dr existiert 


o— 


und den Wert 1 hat. 
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Auf Grund der Gleichung (3.12) erhalt man so schlieBlich die Integralgleichung fiir (s) 


j Oa Sam | 
y(s) =A ff [ M(o, s) g(o, t) M(x, t) y(t) do dr dt 
0 0 0 
i (3.16 
=A f{ K(s, t) y(t) dt | 
0 
mit dem symmetrischen, aber nicht positiv definiten Kern 
iG 
K(s, t) = [ [ M(o, s) g(o, t) M(z, t) do de. (3.17) 
0 0 


Dieser Kern ist auch weitgehend explizit angebbar; so liefert die Ausrechnung fiir den ersten 
Teilkern den Ausdruck 


Gi Ciny(1 —t 
pooe i—s me i (s <1), 


vf M(o, s) G(o, t) M(c, t) do dr = ie f __ Sint Sino =) ae (3.18) 
vy Gin 
wabrend beim zweiten Teilkern 
w(s) w(t) p t+ | a a (S24) 5 
fm, s) q(o) + M(o, t) do = o> | (Sa) 
; w(s) w(t) h s- error ; (s=t) | 


eine Restintegration verbleibt. 


Das Eigenwertproblem des Kippstabes ist damit abgebildet auf eine Integralgleichung mit 
dem symmetrischen Kern 


1 
w(s) ye t ANE ME LET ee) bb h t + bey. | (st), 


y Siny w?(d) | 


1 
we eof ~__ Sinyt Sinv(l —s) ao + [See a] 


y Sin w?(a) 


Wenn auch eine exakte Bestimmung der Kigenfunktionen und Eigenwerte der Integral- 
gleichung (3.16) kaum médglich sein diirfte, ja bereits die numerische Abgrenzung des kleinsten 
positiven Eigenwertes keine ganz leichte Aufgabe sein wird, so ist das Eigenwertproblem grund- 
sitzlich mit Aufstellung der Integralgleichung (3.16) gelést, bzw.in eine Form gebracht, die nicht 
nur elegant, sondern auch fiir numerische Rechnungen brauchbar ist. Es kam uns hier auch 
nicht darauf an, eine mehr oder weniger grobe Abweichung der Knicklast von den Werten aus- 
zurechnen, die im Schrifttum zu finden sind, sondern zu zeigen, daB das Stabilitatsproblem des 
Kippstabes noch einer Behandlung zuganglich ist, wenn man nicht, wie meist iiblich, die Ver- 
formung, welche der Trager fiir die Grundlésung annimmt, vernachlassigt, sondern von einer 
exakten Grundlésung ausgeht, was eigentlich stets fiir die Untersuchung der Stabilitat, d. h. 
der Eindeutigkeit einer speziellen Liésung zu fordern ist, praktisch aber nur in seltenen Fallen 
zu verwirklichen ist, weil diese Forderung die Untersuchung haufig ungebihrlich erschwert, 
wenn nicht uméglich macht. Zu diesen seltenen Fallen, denen m. E. eine besondere erkenntnis- 
theoretische Bedeutung zukommt, zahlen, auBer dem hier behandelten Freitrager, der auf 
Biegung beansprucht ist, unter anderen das Ausknicken des geraden Stabes sowie das Knick- 
problem der Hohlkugel, die durch gleichférmigen AuSendruck beansprucht wird. Diese Bei- 
spiele zeichnen sich, ohne Zweifel bedingt durch ihre relative Einfachheit, aber auch durch die 
einwandfreie Formulierung im Rahmen der grundsatzlichen Voraussetzungen iiber die Ver- 


(3.20) 


(st). 


s 
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formungen, durch die pragnante Form aus, welche die betreffenden Kigenwertprobleme erhalten, 
wenn man sie in zweckentsprechender Weise ansetzt. 

Selbstverstandlich sind in der Integralgleichung (3.16) bekannte Ansiitze zum Stabilitats- 
problem des Kippstabes als Naherungen enthalten. Es ist nun bemerkenswert, da sich die 
exakte Gleichung (3.16) bereits wesentlich vereinfacht, wenn man die Durchbiegung der 
Tragerachse nicht vernachlassigt, sondern nur voraussetzt, da®B sie klein genug bleibt, um 
dx/ds = cos # ~ 1 zu setzen. Die Integralgleichung (3.16) geht dann itber in 


y(%) =A J K(x, 8) ¥(6) ds (3.21) 
mit 


A=Ap*, (3.22) 


1 : Si Si 1—€& 
xE(1—é)—S «(1 £2) ee ae ) (#8), | 
(3.23) 


SO) asta ee me el 


» Sin vy 


Der klassische, zuerst von Prandtl behandelte, Fall, entspricht dem Grenzfall »y—> co und 
> 0. AuSer der Vernachliassigung des Einflusses einer Flanschenbiegung (vy > 00) wird mit 
(4 — 0 vorausgesetzt, daB K, > K, ist. Es ist leicht einzusehen, daB® dieser Grenzfall die un- 


tere Schranke fiir den Eigenwert A dh. fiir die Kipplast liefert. Gleichung (3.21) reduziert sich 
in diesem Fall auf die Integralgleichung 


yx) = 1 f RY, £) (8) at (3.24) 
0 


mit dem positiv definiten Kern 


wE(1—&) (x <é), | 


K%x, 6) =} 3.25 
9) lee — 2) (228), | a 
dessen Eigenwerte und normierte Eigenfunktionen gegeben sind durch 
AY = 4 oj (i) 12 Fen) (3.26) 
(1) ES (3.27) 
fs (x) =% Tyo) ; 


mit 9; als Nullstellen der Besselschen Funktion I_ , (z). Die erste Nullstelle hat den Wert 


0, = 2.0063 und liefert so die bekannte untere Schranke 4M) == MG OI 


Fiir w + 0 und endliches y kann man zur numerischen Berechnung des kleinsten positiven 
Kigenwertes des Kernes (3.23) etwa das Verfahren von L. Collatz* heranziehen, wobei nur zu 
beachten ist, daB der Kern nicht definit ist. In unserem speziellen Falle erhalt man schneller 
auf einem anderen Wege gute und ziemlich leicht zu berechnende Schranken fiir den kleinsten 
positiven Eigenwert, soweit dieser von Interesse ist. Es ist nimlich ohne gréBere Mithe még- 
lich, den Kern nach dem vollstandigen Funktionensystem 


Qo(x) =Y2sin om x (9 = 1,2,...) (3.28) 
zu entwickeln und die Entwicklungskoeffizienten explizit zu berechnen. Es gilt 


oo 


K(x, é) = 


“| 8 


My 5 Pol X) Po(&) (3.29) 


oe=lo=1 


1 DL, Collatz, Math. Z. 46 (1940), S. 692. 
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mit 
ee Ce Ca) | Le eae 
Qo m4 0 o(e" = o*)? nO pls Gaia yp2 + 0? a2 p2 + o2 a2 
8y 06 ty (3.30) 
Sind Pom? + ont)? [Cof »(1-+ cos ex cos o 2) — (cos 9%-+ cos 6 7t)] 
(go), 
eel 1 abs 2, 5 
ate 3 0? a? 3 (v2 + 2 2?) ie 3 02 a 4 04 x4 (3 30a) 
eho LG ye pba? iy LON at) nn LO Pee 0? (Coj » — cos ez) : 
! 2 ot xt (v2 + 0? x?)3 ' Gin v (v2 + 02 ?)4 
Der entsprechende Ansatz 
y (x) = = Co Po(*) (3.31) 
o— 
mit der Nebenbedingung 
Sc=l1 (3.32) 


- auf die Sakulargleichung 

|apg — % Opo| = 0. (3.33) 
Beriicksichtigt man nur n Zeilen und Spalten der Determinante (3.33), d. h. approximiert man 
den Kern (3.23) durch einen ausgearteten Kern, so sind nach bekannten Satzen die xs”) gleich 
den Eigenwerten der quadratischen Form 


fiihrt mit » = 


“= Ss > Oe eicoiee (3.34) 
mit der Nebenbedingung 
Se=l, (3.35) 
=1 


und das Maximum x\” ist kleiner als der reziproke Wert des kleinsten positiven Eigenwerts, 
so daB man auf diese Weise obere Schranken fiir den ersten positiven Eigenwert erhalt. 

Es sollen hier nur die beiden Grenzfalle »y > co und vy — 0 naher betrachtet werden. Fir 
y —> oo hat man den Kern 


JefG qual) (# <8), 
K® (x, é) = (3.36) 


|zfa—9 — pasa) (« =é). 


Bereits der Ersatz von (3.33) durch eine zweireihige Determinante liefert gute Naherungswerte, 
die durch Hinzunahme einer weiteren Zeile und Spalte zu ausgezeichneten oberen Schranken, 
innerhalb des in Betracht kommenden Intervalls von uw, verbessert werden. Die anderen bei- 
den Wurzeln der Gleichung dritten Grades kénnen zur Verbesserung der unteren Schranken 
herangezogen werden, die aus der Beziehung 

1 13 


ib il 
soe = [ [Ke op ax- ag = ae (3.37) 
ey [207 4-63 20-63 ' 144 
0 0 


zu entnehmen sind. Einige so errechnete Schranken finden sich in Tabelle 1 


Kine anschauliche Vorstellung iiber die Verteilung der Eigen- 
Tabelle 1. ‘: 5(2) 9 (2) 
werte erhalt man, wenn man A, = 4)", A,= —ypAy’ als Kurve 


- 4) <4?) < 9) in einer (4, A,)-Ebene auftrigt (Abb. 1). Von der ersten Eigen- 
kurve kennt man zwei Punkte exakt, einmal den Punkt A, 
= 16,101; A, = 0 und zweitens den Punkt A, = —2?; A, =227; 
18.419 18.477 denn fiir 4 = 2 erhalt man aus (3.36) den Kern 
21,574 21,648 — x(1 — 

43.283 | 43,607 ay er oh, 


(3.38) 
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welcher die Eigenwerte 

4(3 

A®) — — gn? (9 =1,2,...) 
besitzt. Die erste Eigenkurve weicht recht wenig von einer Geraden ab, so daB die Verbindungs- 
gerade der beiden Punkte 

7 er dc ae 
16.001 “7 2 (= reat) a CE 
bereits eine gute Naherung fiir die erste Eigenkurve liefert, was im vierten Quadranten zu der 


Abschatzung fihrt 


3 (2) 16.101 

Avs srs a Cs) 
Durch die Tangente im Punkte vale = 16,101; A, = 0 wird diese Beziehung verbessert zu 

Aa 1 —1.28162 2’ oy) 


und der Vergleich mit der Tabelle zeigt, daB die Tangente fiir das Intervall 0 <u < 0.5 recht 
gute Naherungswerte liefert (Tabelle 2). 


Die Eigenwerte wachsen mit jw rasch an. Fir w > ~ 0,8 liefert die erste Kigenkurve keine 
positiven Eigenwerte A\) mehr, so daB erst die Schnittpunkte der Geraden w = konst. mit den 
Eigenkurven héherer Ordnung wieder positive Eigenwerte 


Tabelle 2. 
liefern kénnen. Fiir «4 =>1 ist der Kern negativ definit, hat 


also nur negative Eigenwerte. Wenn auch physikalisch nur ee lAA” {Sebue} | 24> [Tangentel 
der Bereich « < 1 in Betracht kommt, so liegt doch bereits 
fiir uy — 0.2; d.h. wenn die Biegesteifigkeit K, den fiinffachen 0,1 18,54 18,47 
Wert der Torisonssteifigkeit K, hat, der Eigenwert um etwa ne Bee ae 
30% und die Kipplast um etwa 15% iiber der unteren Schranke 0’ 47.06 44.83 
(u— 0). 

4Ap=-nA, 


24 6 8 0 0 NG 8 2 22 2 BH 28~I0 3 H 3 38 WO 4 HH Arhy 
is eee eS 
ae —— 
— 


= a __ =o 


Nu =08 


Abb, 1, 


Durch ein endliches y erhéht sich noch jeweils die Kipplast. Wir beschranken uns auf eine 
Abschatzung der oberen Schranke (vy > 0). Fir y > 0 erhalt man aus (3.23) 


1 
pies Eis) enn (I) (we), 
KO, 8) _| : | (3.42) 


|ea—)ea—)—Fued—*) 2H. | 
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Der von p freie Teil des Kernes ist entartet und man hat fiir y = 0 nur den einen Eigenwert 
A) = 30. 

Alle Figenkurven gehen durch den Punkt A, = 30; A, = 0. Die Tangente in diesem Punkt 

ist wieder eine brauchbare Approximation der ersten Eigenkurve und liefert die Abschatzung 

(ie = (3.43) 

- 4, Zusammenfassung. Es wird gezeigt, daB die Lésung der Eigenwertaufgabe fiir die Kipp- 

last eines Freitrigers, auch fiir die exakte Grundlésung, d.h. bei Beriicksichtigung der Ver- 

formung der Tragerachse, und einschlieBlich eines zusatzlichen Torsionsmoments (etwa Ein- 

fluB einer Flanschenverbiegung) durch eine Integralgleichung mit symmetrischem, explizit 
angebbaren Kern dargestellt werden kann. 

Ausgangspunkt ist ein Variationsproblem, das sich aus dem Prinzip des Minimums der 
potentiellen Energie herleitet, und das zweckmaBigerweise als Lagrangesches Problem formu- 
liert wird. Die der zweiten Variation zugeordneten Jacobischen Gleichungen werden iiber ein 
erstes Integral auf zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung zuriickgefiihrt. Die Rand- 
wertaufgabe wird itber zwei Greensche Funktionen gelést, und es wird durch geeignete Integral- 
transformationen schlieBlich eine Integralgleichung mit symmetrischem Kern abgeleitet. 


(Eingegangen am 2. Mai 1953.) 


Anschrift des Verfassers: Dr. E. A. Deuker, 14 Allée du Chateau d’Eau, Forét de Vernon, par Vernon(Eure), 
Frankreich. 


Berichtigung 
zu meiner Arbeit in Bd. XIX, 8.313 des Ingenieur-Archivs: 


,strémung im Ubergangsraum der Wasserturbinen“. 
Von M. Strscheletzky. 


Die Gleichungen (17) lauten 


OCz Ocz a 1 op 
Cz Oz sae Cy or Sar o 0 Oz ” 
ie Ocr | Ocr ce oe 1 Op 
Lg a | r or r o or 9 
dc dc CC 
u _| eSEnee: We. 
Fo, Oe roo L 


oder nach einigen Umbildungen 


Cy Cin 
d 2 =. s2) =— dr — R db gilt langs der Normallinie b, 
(17) 


ey Ge 
a(* | 5 Lgl, 4 P) = 0 gilt langs der Stromlinie J,,. | 


Daraus folgt Gleichung (18). 


(Eingegangen am 2. November 1953.) 


Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. M. Strscheletzky, (14b) Friedrichshafen, Ernst-Lehmann-Str. 21, 
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